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1. Функционал. Близость кривых. Непрерывность 

функционала 

1.1. Понятие функционала 

Определение 1.1. Если М – множество функций ( )y x  и 

каждой функции ( )y x , принадлежащей М, ставится в соответ-

ствие число V, то переменная величина V называется функцио-

налом, зависящим от функции ( )y x . Функционал записывается 

как  ( )V y x . Множество M функций ( )y x , на котором опреде-

лен функционал  ( )V y x , называется областью задания функ-

ционала. 

Задачи, в которых требуется исследовать функционал на 

максимум или минимум, называются вариационными задачами. 

Вариационное исчисление начало развиваться с 1696 г.,  

основной вклад в его становление внес Леонард Эйлер (1707-

1783), которого с полным основанием можно считать создате-

лем вариационного исчисления. 

В приложениях наиболее интересны непрерывные функ-

ционалы. Рассмотрим несколько примеров. 

1. Длина кривой 

Рассмотрим плоскую кривую ( )y y x , соединяющую две 

заданные точки  0 0,P x y  и  1 1,Q x y  (рис. 1). 

 

 
Рис. 1. Кривой ( )y y x  соответствует функционал  ( )l y x  
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Длина кривой – это функционал, зависящий от функции ( )y x : 

  
1

0

2( ) 1 ( ) .

x

x

l y x y dx   (1.1) 

2.  Площадь поверхности. 

Рассмотрим поверхность ( , )z z x y , изображенную на 

рис. 2 (D – проекция поверхности на плоскость xy). 

 

 
Рис. 2. Функционал  ( , )S z x y  как площадь поверхности ( , )z z x y  

 

Площадь поверхности ( , )z z x y  определяется интегралом 

 2 21 ( ) ( ) ,x x

D

S z z dxdy     (1.2) 

который является функционалом  ( , )S z x y . 

Эта задача подводит к рассмотрению функционалов, зави-

сящих от функций нескольких переменных: 

 1 2( , ,..., )nV y x x x . 

Аналогично можно рассматривать и функционалы, зависящие 

от нескольких функций одной или нескольких переменных: 

 1 2( ), ( ),..., ( )nV y x y x y x . 
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3.  Длина кривой в трехмерном пространстве 

В качестве примера рассмотрим кривую, заданную в про-

странстве параметрическими уравнениями: 

( ),

( ),

( ).

x x t

y y t

z z t





 

 

Длина кривой в трехмерном пространстве: 

 
2

1

2 2 2( ) ( ) ( )

t

t

l x y z dt      (1.3) 

является функционалом  ( ), ( ), ( )l x t y t z t . 

Все рассмотренные формулы имеют интегральную форму. 

Именно такие выражения встречаются в физических и геомет-

рических приложениях, в которых ставится задача нахождения 

кривых, поверхностей и т. д., на которых достигается наиболь-

шее или наименьшее значение функционала. 

1.2. Близость кривых и непрерывность функционала 

Для дальнейшего надо будет рассматривать значения 

функционала на близких кривых. 

Определение 1.2. Вариацией или приращением y  аргу-

мента ( )y x  функционала  ( )V y x  называется разность между 

двумя функциями ( )y x и 0 ( )y x , принадлежащими выбранному 

классу M функций, 

 0( ) ( ),y y x y x     (1.4) 

где 0 ( )y x  – некоторая фиксированная функция, ( )y x  – произ-

вольная функция. 

Определение 1.3. Функционал  ( )V y x  называется непре-

рывным на интервале  1 2,x x , если на этом интервале малому 

изменению ( )y x  соответствует малое изменение функционала 
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 ( )V y x , т. е. если для любого 0   существует 0   такое, 

что 

   0( ) ( )V y x V y x    

при 0( ) ( )y x y x    и при всех  1 2,x x x . 

Если в функционал входит производная y , то малости 

0( ) ( )y x y x  обычно недостаточно, необходима также и ма-

лость 0( ) ( )y x y x  . Иногда же оказывается необходимым счи-

тать близкими только те функции, для которых малы модули 

каждой из разностей 0( ) ( )y x y x , 0( ) ( )y x y x  , 

0( ) ( )y x y x  ,…, ( ) ( )

0( ) ( )k ky x y x . В связи с этим приходится 

ввести следующие определения близости  кривых ( )y y x  и 

0 ( )y y x . 

Кривые ( )y x  и 
0 ( )y x  близки в смысле близости нулевого 

порядка на интервале  1 2,x x , если модуль разности 

0( ) ( )y x y x  мал при всех  1 2,x x x . 

Кривые ( )y x  и 0 ( )y x  близки в смысле близости k-го по-

рядка на интервале  1 2,x x , если при всех  1 2,x x x  малы все 

модули разностей 

0( ) ( )y x y x , 0( ) ( )y x y x  , …, ( ) ( )

0( ) ( )k ky x y x . 

 
а 

 
б 

Рис.3. К понятию близости кривых. Кривые, близкие в смысле близо-

сти: а – нулевого порядка; б – первого порядка. 
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На рис.3, а изображены кривые, близкие в смысле близости ну-

левого порядка, но не близкие в смысле близости первого по-

рядка, так как их ординаты близки, а направления касательных 

отличаются весьма значительно. На рис. 3, б изображены кри-

вые, близкие в смысле близости первого порядка. 

Теперь можно уточнить понятие непрерывности функци-

онала. 

Определение 1.3’. Функционал  ( )V y x  непрерывен на 

интервале  1 2,x x  при 
0 ( )y y x  в смысле близости k-го порядка, 

если для любого 0   существует 0   такое, что для всех до-

пустимых функций ( )y y x , удовлетворяющих условиям 

0( ) ( )y x y x   …, ( ) ( )

0( ) ( )k ky x y x    

для всех  1 2,x x x , выполняется неравенство 

   0( ) ( )V y x V y x   . 

Это означает, что малому приращению аргумента соответствует 

малое приращение функционала. При этом подразумевается, что 

функция ( )y x  берется из класса функций, на котором функцио-

нал  ( )V y x  определен. 

Пример 1.1. Показать, что кривые 
2sin n x

y
n

 , где n до-

статочно велико, и 1( ) 0y x   близки в смысле близости нулевого 

порядка на интервале  0, . 

Решение. Модуль разности 

2

1

sin 1
( ) ( )

n x
y x y x

n n
   , 
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т.е. на всем отрезке  0,  эта разность мала по модулю при до-

статочно большом значении n. Следовательно, кривые ( )y x  и 

1( )y x  близки в смысле близости нулевого порядка. 

Близости первого порядка нет, так как 

2

1( ) ( ) cosy x y x n n x   , 

и, например, в точках 
2

2
x

n


  имеем 1( ) ( )y x y x n   . Значит, 

разность 1( ) ( )y x y x   может быть как угодно большой при до-

статочно большом n. 

Пример 1.2. Показать, что кривые 
2

sin nx
y

n
 , где n доста-

точно велико, и 
1( ) 0y x   близки в смысле близости первого по-

рядка на интервале  0, . 

Решение. Так как величины 

 1 2 2

sin 1
( ) ( )

nx
y x y x

n n
     

и 

 1

cos 1
( ) ( )

nx
y x y x

n n
      

малы, то указанные кривые близки в смысле близости первого 

порядка. 

Задачи 

Установить порядок близости кривых. 

1.1. 
2

cos
( )

1

nx
y x

n



, 

1( ) 0y x   на [0,2 ] . 

1.2. 
sin

( )
x

y x
n

 , 1( ) 0y x   на [0, ] . 

1.3. ( ) sin
x

y x
n

 , 1( ) 0y x   на [0,1] . 

Ответы: 1.1. Первый. 1.2. Близость любого порядка. 1.3. Бли-

зость любого порядка. 
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2. Вариация функционала. Экстремум функционала. 

Необходимое условие экстремума 

2.1. Вариация функционала 

Определение 2.1. Функционал называется линейным, если 

выполняется условие: 

      1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ,L C y x C y x C L y x C L y x     (2.1) 

где 
1 2,  C C  – произвольные постоянные. Линейные функциона-

лы обозначаются как  ( )L y x . 

Методы решения вариационных задач, т. е. задач на ис-

следование функционалов на максимум и минимум, весьма 

сходны с методами исследования на максимум и минимум 

функций. Поэтому напомним кратко теорию максимума и ми-

нимума функций и введем аналогичные понятия для функцио-

налов. 

Если приращение функции ( )y f x , 

( ) ( )f f x x f x    , 

может быть представлено в виде 

( ) ( , )f A x x x x x      , 

где ( )A x  не зависит от x , а ( , ) 0x x    при 0x  , то 

функция называется дифференцируемой, а линейная по отноше-

нию к x  часть приращения ( )A x x  называется дифференциа-

лом функции и обозначается df . 

Разделив на x  и переходя к пределу при 0x  , полу-

чим, что ( ) ( )A x f x , и, следовательно, 

( )df f x x  . 

По аналогии, рассмотрим приращение и вариацию функ-

ционала. 
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Определение 2.2. Если приращение функционала 

   0( ) ( )V V y x V y x    

можно представить в виде 

  
max

( ), ( ( ), ) ,V L y x y y x y y       (2.2) 

где  ( ),L y x y  – функционал, линейный по отношению к вари-

ации
0( ) ( )y y x y x   , 

max
y  – максимальное значение y , а 

величина ( ( ), ) 0y x y    при 
max

0y  , то линейная по отно-

шению к y  часть приращения функционала, т. е.  ( ),L y x y , 

называется вариацией функционала и обозначается 

 ( ),V L y x y  . 

Дифференциал функции df  также можно представить как 

производную ( )f x x   по   при 0  . Действительно, по 

правилу дифференцирования сложной функции 

0

0

( ) ( ) ( ) ( ).
d

f x x f x x x f x x df x
d





 






           

Аналогично этому, вариация функционала может быть записана 

следующим образом. 

Определение 2.3. Вариацией функционала  ( )V y x  в точ-

ке ( )y y x  называется значение производной функционала 

 ( ) ( )V y x y x  по параметру  , когда 0  : 

 
0

[ ( ) ] .
d

V V y x y
d 

 
 

     (2.3) 

Если существует вариация функционала как главная ли-

нейная часть его приращения, т.е. в смысле первого определе-

ния, то существует и вариация как значение производной по па-

раметру   при 0   и эти вариации совпадают. 
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2.2. Экстремум функционала 

Как мы уже упоминали, вариационные задачи состоят в 

отыскании функций, на которых функционал достигает экстре-

мума. 

Определение 2.3. Функционал  ( )V y x  имеет максимум 

на функции 
0 ( )y x , если для любой функции ( )y x  вблизи 

0 ( )y x  

разность между  ( )V y x  и  0 ( )V y x  неотрицательна: 

   0( ) ( ) 0V V y x V y x    . 

Если 0V  , причем 0V   только при  0 ( )y y x , то говорят, 

что на кривой 0 ( )y y x  достигается строгий максимум. 

Аналогично определяется кривая 0 ( )y y x , на которой 

реализуется минимум. В этом случае 0V   на всех кривых, 

близких к кривой 0 ( )y y x . 

2.3. Необходимое условие экстремума 

Теорема. Если функционал  ( )V y x , имеющий вариацию, 

достигает максимума (минимума) на кривой 0 ( )y y x , где 

0 ( )y x  – внутренняя точка области определения функционала, 

то на этой кривой вариация функционала равна нулю: 

  0 ( ) 0.V y x    (2.4) 

(Аналогично тому, что производная или дифференциал функции 

равны нулю в точке экстремума). 

Доказательство. Все функции близкие, к функции 0 ( )y x , 

можно представить в виде 0( ) ( )y x y x y  . Удобно рассмат-

ривать функционал 

   0( ) ( ) ( )V y x V y x y      

как функцию  , а 0 ( )y x  и y  считать фиксированными. Функ-

ция ( )   при 0  , по предположению, достигает максимума 



 13 

или минимума, следовательно, производная 
0

( ) (0) 0


  


   . 

Или 

0

0

[ ( ) ] 0V y x y V


 
 


  


, 

т.е. 0V   на 
0 ( )y x . 

Итак, на кривых, на которых достигается экстремум 

функционала, его вариация равна нулю. 

Пример 2.1. Найти вариацию функционала 

2[ ] ( )

b

a

V y y x dx  , 

пользуясь определением 2.2. 

Решение. 

 

 

 

2 2

2

( ) ( ) ( )

2 ( ) ( ) ( ) .

b b

a a

b b

a a

V y x y x dx y x dx

y x y x dx y x dx



 

    

 

 

 

 (2.5) 

Первый интеграл в правой части (2.5) при каждой фикси-

рованной функции ( )y x  является линейным относительно 

( )y x  функционалом. Оценим второй интеграл в правой части 

(2.5). Имеем 

   
2

2 2

2

( ) ( ) max ( )

                    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

b b b

a x b
a a a

y x dx y x dx y x dx

b a y x b a y x y x

  

  

 
   

      

  
 

При 0y   величина ( ) ( ) 0b a y x  . Следовательно, 

приращение V  функционала представимо в виде суммы 

[ , ]L y y  и добавки второго порядка малости относительно y . 

По определению, данный функционал является дифференциру-

емым в точке y(x) и его вариация равна 
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2 ( ) ( ) .

b

a

V y x y x dx    

Пример 2.2. Найти вариацию функционала 

2[ ] ( )

b

a

V y y x dx  , 

пользуясь определением 2.3. 

Решение. Имеем 

   
2

( ) ( ) ( ) ( )

b

a

V y x y x y x y x dx    . 

Тогда 

   2

b

a

d
V y y y y ydx

d
  


    

и, следовательно, 

 
0

2

b

a

d
V V y y y ydx

d 

  
 

    . 

Вариации функционала в смысле определений 2.2 и 2.3 совпа-

дают. 

Пример 2.3. Показать, что функционал 

 
1

2 2

0

[ ]V y x y dx   

на кривой 0y   достигает строгого минимума. 

Решение. Для любой непрерывной на [0,1] функции ( )y x  имеем 

     
1 1

2 2 2

0 0

1

2

0

( ) 0

0,

V V y x v x y dx x dx

y dx

      

 

 



 

причем знак равенства достигается только при ( ) 0y x  . 
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Задачи 

2.1. Найти V , если  

1

0

[ ]V y yy dx  , ( ) xy x e , 1( ) 1y x  . 

Найти вариацию функционалов: 

2.2. [ ]

b

a

V y yy dx  . 

2.3. [ ] ( )

b

a

V y x y dx  . 

2.4.  2 2[ ]

b

a

V y y y dx  . 

2.5.  
1

2 2

0

[ ] (0)V y y xy y dx   . 

2.6. 
0

[ ] sinV y y ydx



  . 

Ответы: 

2.1. 
2 1

2

e
V


 . 

2.2.   ( ) ( ) ( ) ( )

b

a

V y y y y dx y b y b y a y a         . 

2.3. 
b

a

V ydx   .  

2.4. 2 ( )

b

a

V y y y y dx     . 

2.5.  2 (0) (0) ( ) 2 ( ) ( )

b

a

V y y x y x y x y x dx       . 

2.6.  sin cos

b

a

V y y y y y dx     . 
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3. Уравнение Эйлера 

3.1. Постановка задачи 

Рассмотрим множество М непрерывно дифференцируе-

мых на 
0 1[ , ]x x  функций ( )y x  таких, что 

 0 0 1 1) .)( , (y x y xy y   (3.1) 

Пусть функция  , ( ), ( )F F x y x y x  имеет непрерывные 

частные производные по всем аргументам до третьего порядка 

включительно. Требуется среди всех функций ( )y x M  найти 

ту функцию, которая доставляет экстремум функционалу 

    
1

0

( ) , ( ), ( ) .

x

x

V y x F x y x y x dx    (3.2) 

Другими словами, простейшая задача вариационного ис-

числения состоит в отыскании экстремума функционала вида 

(3.2) на множестве всех гладких кривых, соединяющих две за-

данные точки 
0 0( , )A x y  и 1 1( , )B x y . Эту задачу также называют 

задачей с закрепленными границами. 

3.2. Теорема Эйлера 

 
Рис. 4. Экстремальная кривая ( )y x  (жирная линия) и другие кри-

вые ( , )y x   (тонкие линии), соединяющие точки A и B 

 

Если функционал  ( )V y x  достигает локального экстре-

мума на некоторой функции ( )y x M , имеющей непрерывную 
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вторую производную на отрезке 
0 1[ , ]x x , то функция ( )y x  явля-

ется решением обыкновенного дифференциального уравнения 

0
F d F

y dx y

 
 

 
, 

0 1[ , ]x x x , 

которое называется уравнением Эйлера. 

Предварительно докажем следующую лемму. 

Лемма [основная лемма вариационного исчисления] 

Пусть ( )G x  – фиксированная непрерывная функция, 

определённая на интервале  0 1,x x . Если 

 
1

0

( ) ( ) 0

x

x

x G x dx    (3.3) 

при произвольном выборе непрерывно дифференцируемой 

функции ( )x , удовлетворяющей условиям 

    0 1 0,x x     (3.4) 

то функция ( )G x  тождественно равна нулю на интервале 

 0 1,x x : 

 0 1[ , ]:    ( ) 0.x x x G x     (3.5) 

Доказательство. Воспользуемся рассуждением от про-

тивного. Предполагая, что условие (3.5) нарушается, приведем 

пример функции ( )x , удовлетворяющей граничным условиям 

(3.4) и такой, что условие (3.3) нарушается. 

Итак, пусть *

0 1[ , ]x x x  и  * 0G x  . Для определенности, 

можно считать, что  * 0G x  . Поскольку G – непрерывная 

функция, существует окрестность ( , )a b  точки *x , в которой 

( ) 0G x  : 

0 1( ) 0   при   ( , ) ( , ).   G x x a b x x    

 

http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9E%D0%B1%D1%8B%D0%BA%D0%BD%D0%BE%D0%B2%D0%B5%D0%BD%D0%BD%D0%BE%D0%B5_%D0%B4%D0%B8%D1%84%D1%84%D0%B5%D1%80%D0%B5%D0%BD%D1%86%D0%B8%D0%B0%D0%BB%D1%8C%D0%BD%D0%BE%D0%B5_%D1%83%D1%80%D0%B0%D0%B2%D0%BD%D0%B5%D0%BD%D0%B8%D0%B5
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Выберем 

2 2( ) ( ) ,    ( , ),
( )

0,                          ( , ).

x a x a x a b
x

x a b


   
 


 

Функция ( )x  имеет непрерывную производную и на концах 

интервала  0 1,x x  обращается в нуль, но 

1

0

2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,

x b

x a

x G x dx x a x b G x dx       

что противоречит (3.3). 

Остается заметить, что если ( ) 0G x   внутри интервала 

 0 1,x x , то в силу непрерывности она обращается в нуль и на его 

концах. 

 

Доказательство теоремы Эйлера. Рассмотрим семейство функ-

ций ( , )y x  , где 

 ( , ) ( ) ,y x y x y     (3.6) 

содержащее при 0   кривую, на которой достигается экстре-

мум. В точках 0x  и 1x  заданы граничные условия в виде 

 0 0y y x ,  1 1y y x . 

Функционал  ( )V y x  на кривых семейства ( , )y x   можно 

рассматривать как функцию  : 

 ( , ) ( )V y x    , 

причём ( )   достигает своего экстремума при 0  . 

Необходимым условием экстремума функции является 

обращение в нуль её производной при 0  : 

(0) 0  . 
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Так как 

 
1

0

( ) , ( , ), ( , )

x

x

x

F x y x y x dx     , 

то 

1 1

0 0

( ) ( , ) ( , )

x x

x x

F F
Fdx y x y x dx

y y
   

  

     
         

  . 

С учетом 

 

 

( , ) ( ) ( ) ( ),

( , ) ( ) ( ) ( ),

y x y x y x y x

y x y x y x y x

  
 

  
 

 
  

 

 
     

 

 

получим 

 

 

1

0

( ) , ( , ), ( , ) ( )

, ( , ), ( , ) ( ) ,

x

x

F
x y x y x y x

y

F
x y x y x y x dx

y

    

  


  




   


 

и 

   
1

0

(0) , ( ), ( ) ( ) , ( ), ( ) ( ) .

x

x

F F
x y x y x y x x y x y x y x dx

y y
  

  
       

  

Как мы уже знаем, (0)  называется вариацией функцио-

нала и обозначается V  (см. определение 2.3): 

0 0[ ( ) ] ( ) (0)
d

V V y x y
d

     


 
      . 

Необходимое условие экстремума функционала V заклю-

чается в обращении в нуль его вариации: 0V  . Для нашего 

функционала это условие имеет вид 
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1

0

0

x

x

F F
y y dx

y y
 

  
    

 . 

Интегрируем второе слагаемое по частям и, принимая во внима-

ние, что  y y    , получим 

 
11 1 1

0 0 00

xx x x

x x xx

F F F d F
y dx y d y ydx

y y y dx y
   

            
         

   , 

так как 

1

0

0

x

x

F
y

y






 (значения функции ( )y x равны нулю в 

точках
0x  и 1x , поскольку все допустимые кривые в рассматри-

ваемой задаче проходят через фиксированные граничные точ-

ки). 

Таким образом, 

1

0

( )

x

x

F d F
V y x dx

y dx y
 

   
   

   
  

и необходимое условие экстремума приобретает вид 

1

0

( ) 0

x

x

F d F
y x dx

y dx y


   
   

   
 . 

Так как 
F d F

y dx y

  
   

 является непрерывной функцией, а 

вариация ( )y x  является произвольной функцией, то на кривой 

( )y y x , реализующей экстремум рассматриваемого функцио-

нала, согласно вышеприведенной лемме, должно выполняться 

равенство 

 0.
F d F

y dx y

 
 

 
 (3.7) 

Теорема доказана. 
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Уравнение Эйлера (3.7) (иногда его называют уравнением 

Эйлера-Лагранжа) было получено Леонардом Эйлером в 1744 

году. Функцию F  в функционалах (3.2), имеющих вид интегра-

ла, часто называют функцией Лагранжа. Интегральная кривая 

уравнения (3.7) называется экстремалью. 

Уравнение Эйлера (3.7) является дифференциальным 

уравнением 2-го порядка и, следовательно, его общее решение 

зависит от двух произвольных постоянных 
1C  и 

2C : 

1 2( , , )y y x C C . Эти произвольные постоянные можно опреде-

лить  из граничных условий: 

0 1 2 0

1 1 2 1

( , , ) ,

( , , ) ,

y x C C y

y x C C y





 

т. е. для нахождения ( )y x  надо решать краевую задачу. 

Напомним, что краевая задача не всегда имеет решение, а 

если решение существует, то оно может быть не единственным. 

Во многих вариационных задачах существование решения оче-

видно из физического или геометрического смысла задачи, и 

если решение уравнения Эйлера, удовлетворяющее граничным 

условиям единственно, то эта единственная экстремаль и будет 

решением рассматриваемой вариационной задачи. 

С учетом 

 , ( ), ( )y y x y y y y

d F d
F x y x y x F F y F y

dx y dx
    


         


 

уравнение (3.4) можно записать в развёрнутой форме: 

0y y y y x y y y y

d
F F F F F y F y

dx
    

             . 

В обозначении частных производных знак «штрих» удобно 

опускать: 

 0.y xy y y y yF F F y F y   
      (3.8) 
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Пример 3.1. На каких кривых может достигать экстрему-

ма функционал 

 
2

2

1

[ ( )] 2 , (1) 0, (2) 1.V y x y xy dx y y      

Решение. Здесь 2( , , ) 2F x y y y xy   , так что уравнение Эйлера 

имеет вид 

2 2 0
F d F

x y
y dx y

 
    

 
  или  0y x   . 

Общее решение этого уравнения: 

3

1 2( )
6

x
y x C x C    . 

Граничные условия дают систему линейных уравнений 

для определения 
1C  и 

2C : 

1 2

1 2

1
(1) 0,

6

8
(2) 2 1.

6

y C C

y C C


    


      


 

Отсюда 1

1

6
C  , 

2 0C  . Следовательно, экстремум может дости-

гаться на кривой 

 2( ) 1
6

x
y x x  . 

Для того чтобы исследовать, достигает ли заданный функ-

ционал максимума или минимума на полученной кривой, необ-

ходимо: 

1) взять любую другую кривую, проходящую через данные 

точки; 

2) вычислить значение функционала на обеих кривых; 



 23 

3) сравнить полученные значения; если значение получен-

ной кривой меньше (больше), чем значение выбранной, 

то на полученной кривой достигается минимум (макси-

мум). 

В нашем примере значение [ ( )]V y x  на найденной кривой 

 2( ) 1
6

x
y x x   равно 

 
2 2

2 2 4

1 1

2

3 5

1

1
[ ( )] 2 1 18 21

36

1 21 223
6 2.478.

36 5 90

x

x

V y x y xy dx x x dx

x x x





        

 
     

 

 
 

Возьмем другую кривую, соединяющую точки (1,0)  и (2, 1) , 

например, прямую 1y x   и вычислим значение [ ( )]V y x : 

 
2 2

2 2

1 1

2

2 3

1

[ ( )] 2 1 2 2

2 8
2.667.

3 3

x

x

V y x y xy dx x x dx

x x x





        

 
    
 

 
 

Таким образом, на кривой  2( ) 1
6

x
y x x   достигается мини-

мум заданного функционала [ ( )]V y x . 

3.3. Частные случаи интегрируемости уравнения Эйлера 

3.3.1. F не зависит явно от x: ( , )F F y y  

В этом случае уравнение Эйлера (3.8) принимает вид 

 0.y yy y yF y F y F  
     (3.9) 

Умножим обе части этого уравнения на y  и к левой части 

добавим yF y  . Тогда, в левой части получим полную произ-

водную 
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2 0y y y yy y yF y F y F y F y F y y    
          , 

или 

  0y

d
F y F

dx


  . 

Отсюда 

yF y F const
   

– первый интеграл уравнения Эйлера. 

Пример 3.2. Найти экстремали функционала 

 
2

2 2

0

[ ( )]V y x y y dx



  , 

удовлетворяющие граничным условиям (0) 1y  , (2 ) 1y   . 

Решение. Уравнение Эйлера имеет вид 

   2 2 22 2 2 0,y

d d
F y F y y y yy y y

dx dx


              

или 

0y y   . 

Общее решение этого уравнения: 

1 2( ) cos siny x C x C x  . 

Используя граничные условия, получим 

2( ) cos siny x x C x  , 

где 2C  – произвольная постоянная. 

Таким образом, поставленная вариационная задача имеет 

бесчисленное множество решений. 

3.3.2. F не зависит явно от y : ( , )F F x y  

В этом случае уравнение Эйлера имеет вид 

 ( , ) 0.yF x y   (3.10) 
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Уравнение (3.10) является алгебраическим, а не диффе-

ренциальным. Оно определяет одну или конечное число кривых, 

которые могут и не удовлетворять граничным условиям. Лишь в 

исключительных случаях, когда кривая (3.10) проходит через 

граничные точки 
0 0( , )x y  и 

1 1( , )x y , существует кривая, на кото-

рой может достигаться экстремум. 

Пример 3.3. Найти экстремали функционала 

 
/2

0

[ ( )] 2V y x y x y dx



  , 

удовлетворяющие граничным условиям 

(0) 0y  , 
2 2

y
  

 
 

. 

Решение. Уравнение Эйлера имеет вид 

( , ) 2 2 0,yF x y x y    

y x . 

Так как граничные условия удовлетворяются, то на прямой 

y x  интеграл 

 
/2

0

2y x y dx



  

может достигать экстремума. При других граничных условиях, 

например 

(0) 0y  , 1
2

y
 

 
 

, 

экстремаль y x  не проходит через граничные точки (0,0)  и 

( 2, 1) , так что при этих граничных условиях вариационная 

задача не имеет решения. 

3.3.3. F зависит от y  линейно, т.е. рассматривается случай, 

когда 

( , , ) ( , ) ( , )F x y y M x y N x y y   . 
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Из уравнения Эйлера следует 

 , 0
M N d

y N x y
y y dx

 
  

 
, 

или 

0
M N N N

y y
y y x y

   
    

   
. 

Таким образом, в этом случае уравнение Эйлера имеет вид 

 0.
M N

y x

 
 

 
  (3.11) 

Полученное уравнение, как и в случае 3.3.2, является ал-

гебраическим, а не дифференциальным уравнением. Кривая, 

определяемая уравнением (3.11), вообще говоря, не удовлетво-

ряет граничным условиям, и, значит, вариационная задача, как 

правило, не имеет решения в классе непрерывных функций. 

Если в некоторой области D плоскости xy тождественно 

выполняется условие  

0
M N

y x

 
 

 
, 

то выражение ( , , ) ( , ) ( , )F x y y M x y N x y y    является полным 

дифференциалом и функционал 

   
1

0

1 1

0 0

( , )

( , )

( ) , ,

               = ( , ) ( , )

x

x

x y

x y

V y x F x y y dx

M x y dx N x y dy

 







 

не зависит от пути интегрирования: значение функционала [ ]V y  

одно и то же на всех допустимых кривых. Вариационная задача 

теряет смысл. 
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Пример 3.4. Исследовать на экстремум функционал 

 
1

0

2[ ( )] 2

x

x

V y x y xyy dx  . 

Решение. Функция Лагранжа: 2( , , ) 2F x y y y xyy   . 

2 2yF y xy  , 2yF xy  , 2 2y

d
F y xy

dx


  , 

и уравнение Эйлера для заданного функционала превращается в 

тождество 

2 2 2 2 0y xy y xy     . 

Это результат того, что подынтегральное выражение 

 2 2y xyy dx  является полным дифференциалом  2F d xy  и, 

следовательно, интеграл не зависит от пути интегрирования: 

 
1 1 1

0 0 0

1 1

0 0

( , )

2 2

( , )

( , )
2 2 2

1 1 0 0( , )

[ ( )] 2

             ,

x x y

x x y

x y

x y

V y x y dx xydy d xy

xy x y x y const

   

   

 
 

по какой бы кривой ( )y x , проходящей через точки 0 0( , )x y  и 

1 1( , )x y , мы ни интегрировали. Вариационная задача не имеет 

смысла. 

Пример 3.5. Исследовать на экстремум функционал 

   
1

2 2

0

V y x y x y dx      ,  0 0y     11y y . 

Решение. Уравнение Эйлера: 0
M N

y x

 
 

 
, или 0y x  . Пер-

вое граничное условие  0 0y   удовлетворяется, но второе гра-

ничное условие выполняется лишь при 1 1y  . Если же 1 1y  , то 
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экстремали, удовлетворяющей граничным условиям, не суще-

ствует. 

3.3.4. F зависит лишь от y , т.е. ( )F F y . 

Уравнение Эйлера имеет вид 

 0.y yy F  
    (3.12) 

Отсюда следует, что 0y   или 0y yF    . Если 0y  , то 

1 2y C x C   – двухпараметрическое семейство прямых линий. 

Если же уравнение   0y yF y 
   имеет один или несколько кор-

ней iy k  , то iy k x C   – однопараметрическое семейство 

прямых, содержащееся в полученном выше двухпараметриче-

ском семействе 1 2y C x C  . Таким образом, экстремалями яв-

ляются всевозможные прямые линии 1 2y C x C  , где 
1C  и 

2C  – 

произвольные постоянные. 

Пример 3.6. Найти кратчайший путь между двумя точка-

ми плоскости. 

Решение. Ответом, очевидно, является отрезок, соединяющий 

эти точки. Попробуем получить этот результат с помощью 

уравнения Эйлера. 

Пусть точки, которые надо соединить, имеют координаты 

0 0( , )x y  и 1 1( , )x y . Тогда длина пути ( )y x , соединяющего эти 

точки, может быть записана следующим образом: 

 
1

0

2( ) 1 ( )

x

x

l y x y dx  , 

т.е. 2( , , ) 1 ( )F x y y y   . 

Построим уравнения Лагранжа-Эйлера: 

0yF  , 0y xF   , 0y yF   , 
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2

2 22

2 3
2 2 2

1 2
1 ( )

2 1 ( ) ( )1 ( )

1 ( ) 1 ( )

y y

y
y y y

y y yy
F

y y

 


   

      
 

     

. 

Если 0y  , то и 0y yF    , следовательно, уравнение Лагранжа-

Эйлера для заданного функционала принимает вид 

0y  . 

Общее решение этого уравнения: 1 2( )y x C x C  . 

Решение, удовлетворяющее граничным условиям 

0 0 1 1( ),  ( )y y x y y x  , есть, очевидно, прямая, проходящая через 

точки 0 0( , )x y  и 1 1( , )x y : 

 1 0
0 0

1 0

( )
y y

y x x x y
x x


  


. 

3.3.5. F не зависит явно от y, т.е. ( , )F F x y  

В этом случае уравнение Эйлера имеет вид 

 , 0y

d
F x y

dx


  , откуда получаем 

 ( , ) .yF x y const
    (3.13) 

Это дифференциальное уравнение первого порядка. Интегрируя 

его, находим экстремали задачи. 

Пример 3.7. Среди кривых, соединяющих точки (1,1)  и 

(2,2) , найти ту, на которой может достигаться экстремум функ-

ционала 

 
2

2

1

[ ( )] 1V y x y x y dx   . 

Решение. Так как F не зависит от y, то уравнение Эйлера имеет 

вид 
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( , ) 0y

d
F x y

dx


   

или 

 21 2 0
d

x y
dx

  , 

откуда получаем 

21 2 ,x y C   

2

1

2

C
y

x


  . 

Тогда 

2

1
( ) ,

2

C
y x C

x


    

1
2( )

C
y x C

x
  . 

Выделим кривую, проходящую через заданные точки. Для опре-

деления постоянных 
1C  и 

2C  составляем систему 

1 2

1
2

(1) 1,

(2) 2,
2

y C C

C
y C

  



  


 

откуда получаем: 1 2C   , 2 3C  . Искомая кривая: 

2
( ) 3.y x

x
    

Задачи 

Найти экстремали функционалов. 

3.1.  
1

0

2 2[ ] 2 16

x

x

V y y yy y dx    . 



 31 

3.2.  
1

0

[ ]

x

x

V y y x y dx   . 

3.3. 
1

0

2

3
[ ]

x

x

y
V y dx

x


  . 

Найти экстремали в вариационных задачах. 

3.4.  
0

2

1

[ ] 12V y xy y dx


  , ( 1) 1y   , (0) 0y  . 

3.5.  
2

2 2

1

[ ] 2V y y yy y dx    , (1) 1y  , (2) 0y  . 

3.6. 
1

2

0

[ ]V y yy dx  , (0) 1y  , 3(1) 4y  . 

3.7.  2 2

0

[ ] 4 cosV y y x y y dx



   , (0) 0y  , ( ) 0y   . 

3.8.  
1

2 2 2

0

[ ] xV y y y y e dx   , (0) 0y  , 1(1)y e . 

3.9.  
1

2

1

[ ] 2V y y xy dx


  , ( 1) 1y    , (1) 1y  . 

3.10.  
0

2

1

[ ] 2V y y xy dx


  , ( 1) 0y   , (0) 2y  . 

3.11.  2

1

[ ]

e

V y xy yy dx   , (1) 0y  , ( ) 1y e  . 

Найти экстремали в вариационных задачах, используя 

частные случаи интегрируемости уравнения Эйлера. 

3.12.   2[ ] 2

b

y

a

V y xy x e y dx   
  , ( )y a A , ( )y b B . 

3.13.   
1

0

[ ] yV y e xy dx  , (0) 0y  , (1)y  . 
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3.14.   
/4

2 2

0

[ ]V y y y dx



  , (0) 1y  , 
2

( / 4)
2

y   . 

3.15.   2 2

0

[ ]V y y y dx



  , (0) 1y  , ( ) 1y    . 

3.16.  2[ ]

b

a

V y x y dx  , (0) 1y  , (1) 2y  . 

3.17.   
1

2 2

0

[ ]V y y y dx  , (0) 0y  , (1) 1y  . 

3.18.   
1

2 2

0

[ ] 4V y y y dx  , 2(0)y e , (1) 1y  . 

3.19.   
1

2

0

[ ] 2 yV y e y dx  , (0) 1y  , (1)y e . 

3.20.  
3

[ ]
3

b

a

y
V y y dx

 
  

 
 , 2(0)y e , (1) 1y  . 

Ответы: 

3.1. 1 2( ) cos4 sin4y x C x C x  .  

3.2. 
2

1 2
4

x
y C x C    .   3.3. 

4

1 2y C x C  . 

3.4. 
3( )y x x  .    3.5. 

sh(2 )

sh1

x
y


 . 

3. 6. 
2 23 3

1 2( 1) ,   (3 1)y x y x    . 

3.7. ( )siny C x x  , C – произвольная постоянная. 

3.8. 
1

( 1) 1
2

xy e xe x      .   3.9.  
37

6

x x
y


 . 

3.10.  
313

2
6

x x
y


  .  3.11. lny x . 

3.12. Интеграл не зависит от пути интегрирования; вариа-

ционная задача не имеет смысла. 

3.13. 0y  , если 0  ; при 0   гладкой экстремали не 

существует. 
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3.14. cosy x .   3.15. cos siny x C x  , C – произвольная 

постоянная. 

3.16.  1y x  .   3.17. 
sh

sh1

x
y  .   3.18. 2(1 )xy e  .  

3.19. Нет экстремалей – уравнение Эйлера не имеет решений. 

3.20. Экстремалей нет. 

 

4. Геометрические и физические приложения 

4.1. Задача о брахистохроне 

Исторически это первая задача, приведшая к вариацион-

ному исчислению, – задача о линии наибыстрейшего ската (бра-

хистохроне), поставленная в 1696 году Иоганном Бернулли: 

Найти кривую, соединяющую заданные точки A и B (не 

лежащие на одной вертикальной прямой), при движении 

по которой материальная точка скатится из точки A в 

точку B в кратчайшее время (трением и сопротивлением 

среды пренебрегаем). 

Решение. Поместим начало координат в точку A, ось Ox напра-

вим горизонтально, ось Oy – вертикально вниз (рис. 5). 

 

 
Рис. 5. Система координат в задача о брахистохроне 

 

Если тяжелая точка движется из A без начальной скоро-

сти, то её кинетическая энергия 2 / 2mv  будет равна потере по-

тенциальной энергии mgy (закон сохранения энергии): 
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2

2

mv
mgy . 

Тогда скорость движения материальной точки равна 

2
dl

V gy
dt

   

(g – ускорение силы тяжести). 

Пусть  y y x  – это уравнение кривой, по которой дви-

жется точка из A в B. Длина кривой  
1

2

0

( ) 1 ( )

x

l y x y dx  , от-

куда находим время, затрачиваемое на перемещение точки из 

положения A(0,0) в положение 1 1( , )B x y : 

1 1 2

0 0

1 ( )1
[ ( )]

2

x x
ydl

T y x dx
V g y


   ,  

1 1(0) 0,  ( )y y x y  . 

Очевидно, [ ]T y  есть функционал, зависящий от функции 

 y x . Требуется найти функцию  y y x , для которой [ ]T y  

принимает наименьшее значение. 

Так как у этого функционала подынтегральная функция не 

содержит явно x, то уравнение Эйлера имеет первый интеграл 

constyF F y    или в данном случае 

2 2

2

1 ( ) ( )

1 ( )

y y
C

y y y

 
 

  

, 

откуда после преобразований получаем 

2

1

1 ( )
C

y y


  

, 

2

11 ( )y y C    . 
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Введем параметр  t, полагая ctgy t  , тогда 

 21 1
12
sin 1 cos2

1 ctg 2

C C
y C t t

t
   


. 

Из ctg
dy

t
dx

  следует 

21
1 1

2sin cos
2 sin (1 cos2 ) ,

ctg ctg

C t tdy
dx dt C tdt C t dt

t t
      

и значит 

 1
22 sin 2

2

C
x t t C   . 

Следовательно, в параметрической форме уравнение ис-

комой линии имеет вид 

 

 

1
2

1

2 sin 2 ,
2

1 cos2 .
2

C
x t t C

C
y t


  


  


 

Если преобразовать параметр подстановкой 12t t  и при-

нять во внимание, что 
2 0C  , так как 0x   при 0y  , то полу-

чим уравнения семейства циклоид: 

 

   

   

1
1 1 1

1
1 1

sin ,
2

1 cos ,
2

C
x t t t

C
y t t


 


  


  (4.1) 

где 1 / 2C  – радиус катящегося круга, который определяется из 

условия прохождения циклоиды через точку 1 1( , )B x y . 

 

4.2. Задача о наименьшей поверхности вращения 

Отрезок кривой  y y x  с концами в точках 0 0( , )A x y  и 

1 1( , )B x y  вращается вокруг оси Ox (рис. 6). Какой должна быть 
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эта кривая, чтобы площадь получившейся поверхности была 

наименьшей? 

 

 

Рис. 6. Поверхность вращения 

 

Решение. Эта кривая  y y x  (образующая поверхности вра-

щения) будет решением вариационной задачи 

1

0

2[ ( )] 2 2 1 ( )

x

x

S y x yds y y dx      , 

0 0 1 1( ) ,    ( )y x y y x y  . 

Здесь [ ]S y  – площадь поверхности вращения кривой с концами 

в точках 0 0( , )x y  и 1 1( , )x y . 

Функция 21 ( )F y y   не зависит явно от x. В этом слу-

чае первый интеграл уравнения Эйлера имеет вид 

1yF y F C
   , т.е. 

2

1
2

1 ( )
1 ( )

yy
y y C

y


  


. 

Отсюда после преобразований получаем 

1
21 ( )

y
C

y



. 
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Введем параметр t, полагая shy t  , тогда 
1 chy C t . Затем 

1
1

sh

sh

C tdtdy
dx C dt

y t
  


, 

отсюда 

1 2x C t C  . 

Эти два уравнения для ( )x t  и ( )y t : 

 
1 2

1

,

ch

x C t C

y C t

 



 (4.2) 

представляют параметрическое задание цепных линий, при вра-

щении которых вокруг оси x  получаются поверхности, называ-

емые катеноидами (постоянные 
1C  и 

2C  определяются из гра-

ничных условий). 

4.3. Задача о кратчайшем расстоянии между двумя 

точками на поверхности сферы 

Показать, что кривая, определяющая кратчайшее рас-

стояние между двумя точками на поверхности сферы радиуса 

a, лежит на большом круге сферы, т. е. на круге, центр и ради-

ус которого совпадают с центром и радиусом сферы. 

Решение. Положение точки на сфере (радиуса a с центром в 

начале координат) задается сферическими координатами 

sin cos ,    sin sin ,    cosx a y a z a       . 

Квадрат дифференциала длины дуги 

2 2 2 2 2 2 2 2 2sin ,ds dx dy dz a d a d        

следовательно, длина кривой на поверхности сферы равна 

2

2 2 2sin .

b

a

d
l a a d

d
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Функционал  ( ) ( , )

b

a

l F d      , где 

2

2 2 2( , ) sin
d

F a a
d


  



 
    

 
 

не зависит явно от независимой переменной  . В этом случае 

уравнение Эйлера принимает вид   0y

d
F y F

dx


   и его 1-й 

интеграл constyF y F 
  , или 

 
 

 

22
22 2 2

1
22 2 2

/
sin /

sin /

a d d
a a d d C

a a d d

 
  

  
  



. 

Приведем к общему знаменателю, возведем обе части равенства 

в квадрат: 

2

2 2 4 2 2

1 1sin sin
d

C a C
d


 



 
  

 
. 

Это обыкновенное дифференциальное уравнение первого по-

рядка; его решение: 

1
2 4 2 2

1sin sin

d
C

a C




 



 . 

Вычислим интеграл в правой части равенства. Вынесем в зна-

менателе множитель 2 4

1 sinC   и воспользуемся тождеством 

2 2csc 1 ctg   . Обозначим 2

1 11/ ( / ) 1C a C   и после заме-

ны переменных в интеграле 

1 cotu C  , 2

1 cscdu C d    

получим 
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 2 1 2
2

arcsin arcsin ctg
1

du
u C C C

u
        


 , 

или 

2 1sin( ) ctgC C    . 

Воспользовавшись тождеством 

2 2 2sin( ) sin cos cos sinC C C      

и домножив на радиус сферы a, получим 

2 2 1sin sin cos cos sin sin cos 0a C a C aC       . 

Или в декартовых координатах 

0Ax By Cz   , 

где 2sinA C , 2cosB C  , 1C C  . 

Это уравнение плоскости, проходящей через начало коор-

динат и, следовательно, через центр сферы. Значит, кратчай-

шее расстояние между двумя точками на поверхности сферы 

находится на пересечении этой плоскости с поверхностью сфе-

ры. 

Этот пример есть частный случай определения линии 

наименьшей длины, лежащей на данной поверхности и соеди-

няющей две данные точки. Такая линия называется геодезиче-

ской. В общей теории относительности тела движутся по гео-

дезическим линиям под действием сил гравитации. 

4.4. Принцип наименьшего действия 

Основным вариационным принципом классической меха-

ники является принцип стационарного действия Гамильтона, 

утверждающий, что среди возможных движений системы мате-

риальных точек в действительности осуществляется движение, 

приводящее к минимуму интеграла 
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2

1

t

t

I Ldt  , 

называемому действием. 

 

Функция L K U   называется функцией Лагранжа, K  и 

U  – кинетическая и потенциальная энергии, 
1t  и 

2t  – начальный 

и конечный моменты времени. Часто L  зависит от времени и 

обобщенных координат и скоростей тел,  , ( ), ( )i iL t q t q t . Мини-

мум функционала  , ( ), ( )i iI L t q t q t    реализуется на траектори-

ях ( )iq t , получаемых из уравнении Эйлера 

 0.
i i

L d L

q dt q

 
 

 
  (4.3) 

Число уравнений равно числу степеней свободы N  ( 1,...i N ). 

Эта система вместе с граничными условиями в точках 
1t  и  

2t  

определяет траектории ( )iq t . 

 

Пример 4.1. Рассмотрим движение материальной точки с 

массой m под действием силы F , определяемой  потенциальной 

энергией ( , , )U x y z : 

,    ,    x y z

U U U
F F F

x y z

  
     

  
. 

Кинетическая энергия 

 2 2 2

2

m
K x y z   . 

Система уравнений Эйлера для действия 

2

1

( )

t

t

I K U dt   
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имеет вид 

0,     0,     0
U d K U d K U d K

x dt x y dt y z dt z

     
        
     

 

или 

0,     0,    + 0
U U U

mx m y mz
x y x

  
    

  
. 

Поскольку  F grad U  , эти уравнения эквивалентны уравне-

нию Ньютона: F ma . 

Пример 4.2. Рассмотрим движения частицы под действи-

ем центральной силы притяжения, подчиняющейся закону об-

ратных квадратов: 

U
r


  . 

В случае кулоновского взаимодействия двух зарядов ве-

личиной q и Q, kqQ   ( k  – кулоновская константа), в случае 

гравитационного притяжения GmM   (G  – гравитационная 

константа). 

В качестве обобщённых координат используем полярные ко-

ординаты r и  , связанные с декартовыми следующим образом: 

cos ,    sinx r y r   . 

Кинетическая и потенциальная энергии движущейся частицы 

   2 2 2 2 2 ,    
2 2

m m
K x y r r U

r


      . 

Тогда для L K U   уравнения (4.3) приводят к двум уравнениям: 

 2

2
( ) 0

d L L d
mr mr

dt r r dt r




 
    

 
 (4.4) 

  2 0.
d L L d

mr
dt dt


 

 
  

 
 (4.5) 
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Уравнение (4.5) дает 2mr const  . Величина 2mr  , которая 

сохраняет постоянное значение во время движения, является 

угловым моментом частицы, l . Теперь уравнение (4.4) можно 

записать как 

 
2 2

2 3 2
0.

d r l
m

dt mr r


     (4.6) 

Его решение определяет траекторию ( )r t . 

В простейшем случае круговой орбиты 0r  , из этого 

уравнения и 2l mr    следует 

 2

3mr


    

поэтому энергия частицы 

 2 21 1 1
.

2 2 2
E mr U

r r

 
       

Ясно, что частица движется вокруг центра с постоянной 

частотой 

 
2

.
l

mr
     (4.7) 

Можно отметить, что, согласно законам классической 

электродинамики, заряженная частица при движении вокруг 

центра излучает электромагнитные волны и теряет энергию. Для 

электрона в атоме, движущегося с колоссальной частотой, это 

привело бы к падению на ядро. Это противоречие снимается 

только в квантовой теории. 

Пример 4.3. Принцип Ферма в геометрической оптике 

утверждает, что световой луч распространяется по тому пути, 

вдоль которого время его прохождения минимально. 

Функционал 

v

b

a

dl
T   , 
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где dl  – элемент длины, v  – скорость света, определяет время 

распространения луча между точками 
1( )a t  и 

2( )b t . В двухмер-

ном случае 

 
21

.
v( , )

b

a

y dx
T

x y


    (4.8) 

Скорость света в среде, показатель преломления которой 

( , )n x y , есть v( , ) / ( , )x y c n x y , поэтому 

2

1

21
( , ) 1

t

t

T n x y y dx
c

  . 

Рассмотрим ситуацию, когда показатель преломления n 

зависит только от y. Тогда первый интеграл уравнения Эйлера 

примет вид 

 
2

( )
.

1

n y
const

y



  (4.9) 

Знаменатель здесь равен  

21 1/ costg    , 

где   – угол, который касательная к кривой ( )y x  составляет с 

осью x. Следовательно, предыдущее уравнение можно записать 

в виде 

 ( )cos ,n y const    (4.10) 

т.е. произведение ( )n y  и cos  остается постоянным, несмотря 

на то, что оба они могут изменяться с изменением y. Отметим, 

что отсюда следует, что если n const , то и const  , т.е. луч 

света распространяется по прямой линии. 

Уравнение (4.10) дает закон Снелла (Snell’s law), описы-

вающий преломление света на границе двух сред: если луч света 

проходит из среды с показателем преломления 1n  в среду с по-

казателем преломления 2n , то 



 44 

 
1 1 2 2sin sin ,n n    (4.11) 

где   – угол, который луч образует с вертикалью. Для получе-

ния уравнения (4.11) из уравнения (4.10) нужно просто исполь-

зовать равенство / 2     и cos( / 2 ) sin    . 
 

Задачи 

4.1. Найдите геодезическую линию на поверхности пра-

вильного кругового цилиндра радиуса a (т. е. линию наимень-

шей длины, лежащую на поверхности правильного кругового 

цилиндра и соединяющую две данные точки). 

Указание: положите 2 2 2 2ds a d dz  . 

4.2. Найдите геодезическую линию на поверхности пра-

вильного кругового конуса (т. е. линию наименьшей длины, ле-

жащую на поверхности правильного кругового конуса и соеди-

няющую две данные точки). 

Указание: положите 2 2 2 2 2sinds dr r d    (поскольку поверх-

ность конуса описывается уравнением sin sin constant   ). 

4.3. Обобщите пример 4.2 для случая потенциальной энер-

гии U , зависящей как от r, так и от  . Сохраняется ли в этом 

случае угловой момент? 

4.4. Найдите траекторию луча света в среде с показателем 

преломления меняющемся как /a y , где a const . 

4.5. Найдите траекторию луча света в среде с показателем 

преломления меняющемся как ay , где a const . 

Ответы: 

4.1. 2
2 2

1 11

a
z C

C C a
 


.  

4.2. 

 

1

2 22

1
sin / sin

C dr

r r C


 

 


 . 

1
2

1

sin2
    arctg .

sin sin

r C
C

r C
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5. Функционалы, зависящие от нескольких функций 

Пусть дан функционал, зависящий от n функций 
1( )y x , 

2 ( )y x , …, ( )ny x : 

 

 

 
1

0

1 2

1 1 2 2

( ), ( ),..., ( )

, , , , ,..., , .

n

x

n n

x

V y x y x y x

F x y y y y y y dx



   
 (5.1) 

Требуется найти все функции ( )iy x , на которых заданный 

функционал экстремален, при известных граничных условиях на 

концах интервала 0 1( , )x x  

1 0 10( )y x y , 2 0 20( )y x y , …, 0 0( )n ny x y , 

1 1 11( )y x y , 2 1 21( )y x y , …, 1 1( )n ny x y . 

Зафиксируем все функции, кроме 1( )y x . При этом 

 1( ),..., ( )nV y x y x  превратится в функционал, зависящий лишь от 

одной варьируемой функции и, следовательно, функция, реали-

зующая экстремум, должна удовлетворять уравнению Эйлера 

1 1
0y y

d
F F

dx
  . 

Это рассуждение применимо к любой функции ( )iy x  

( 1,..., )i n . В результате получим систему дифференциальных 

уравнений второго порядка 

 0, 1, , ,
i iy y

d
F F i n

dx
     (5.2) 

определяющих, вообще говоря, 2n-параметрическое семейство 

интегральных кривых в пространстве 1 2,  ,  ,  ...,  nx y y y  – семей-

ство экстремалей данной вариационной задачи. 
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Пример 5.1. Найти экстремали вариационной задачи 

 
/2

2 2

0

( ), ( ) ( ) ( ) 2V y x z x y z yz dx



      , 

(0) 0,   (0) 0,   1,   1
2 2

y z y z
    

       
   

. 

Решение. Система уравнений Эйлера имеет вид 

2 2 0,

2 2 0,

y y

z z

d
F F z y

dx

d
F F y z

dx






   


    


 

или 

0,
  

0.

z y

y z

 


 
 

Исключая одну из неизвестных функций, например  z, получаем 

(4) 0y y  . 

Это линейное уравнение с постоянными коэффициентами. Ре-

шая характеристическое уравнение, получим: 

4

1,2 3,41 0,    ,   1k k i k      . 

Составим общее решение однородного уравнения: 

1 2 3 4

1 2 3 4

( ) cos sin ,

( ) cos sin .

x x

x x

y x C e C e C x C x

z x y C e C e C x C x





    


    

 

Используя граничные условия, составляем систему: 

1 2 3

1 2 3

/2 /2

1 2 4

/2 /2

1 2 4

0,

0,

1,

1

C C C

C C C

C e C e C

C e C e C
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и из этой системы находим: 
1 2 3 40,  1C C C C    . 

Таким образом, искомая экстремаль 

( ) sin ,    ( ) siny x x z x x   . 

Найдем значение функционала на полученном решении. 

Подставим ( ) cos( )y x x    и ( ) cos( )z x x    в функционал и вы-

числим его: 

 
/2

2 2

0

/2

2 2

0

/2
/2

0

0

( ), ( ) ( ) ( ) 2

2cos 2sin

2 cos2 sin 2 0.

V y x z x y z yz dx

x x dx

xdx x








      

    

  







 

Определим, максимален или минимален функционал на 

полученных кривых. Возьмем две функции, удовлетворяющие 

граничным условиям: 

2 2
( ) ,    ( )y x x z x x

 
   . 

Подставим их и 
2

y


  , 
2

z


    в функционал: 

   
/2 /2

2 2

2 2 2 2

0 0

/2
3 2

2

0

4 4 8 8
( ), ( ) 1

8 4
1 0.

3 12

V y x z x x dx x dx

x
x

 



   



 

 
      

 

   
       

   

 
 

Следовательно, на найденных ( )y x  и ( )z x  функционал мини-

мален. 

Пример 5.2. Найти экстремали вариационной задачи 

   
2

2 2 2

1

( ), ( )V y x z x y z z dx    , 

   (1) 1,   (2) 2,   1 0,   2 1y y z z    . 
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Решение. Система уравнений Эйлера в данном случае имеет вид 

0

0.

y y

z z

d
F F y

dx

d
F F z z

dx






  


    


 

Решая эту систему, находим  

1 2( )y x C x C  , 
3 4( ) x xz x C e C e  . 

В силу граничных условий имеем 

1 1C  , 
2 0C  , 3 2

1

1
C

e



, 

2

4 2 1

e
C

e
 


,   

так что искомая экстремаль 

( )y x x , 
sh( 1)

( )
sh1

x
z x


 . 

Пример 5.3. Найти экстремали вариационной задачи 

   2 2 2

0

( ), ( ) 2 2V y x z x yz y y z dx



     , 

   (0) 0,   ( ) 1,   0 0,   1y y z z      . 

Решение. Система уравнений Эйлера имеет вид 

2 0

0,

y y

z z

d
F F y y z

dx

d
F F z y

dx






    


    


 

откуда, исключая функцию z, получим (4) 2 0y y y   . Общее 

решение этого уравнения имеет вид 

 1 2 3 4( ) cos sin cos siny x C x C x x C x C x    . 
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В силу граничных условий (0) 0,   ( ) 1y y   , получаем 
1 0C  , 

3 1/C    и значит 

2 4( ) sin sin cos
x

y x C x C x x x


   . 

Функцию  z найдём из уравнения 2z y y  . Имеем 

 2 4

1
( ) sin (2cos sin ) 2sin cosz x C x C x x x x x x


     . 

Постоянные 
2C  и 

4C  находим из граничных условий 

(0) 0,z   ( ) 1z    , что дает 
4 0C  , 

2C  – произвольно. Тогда  

 2

1
( ) sin 2sin cosz x C x x x x


   . 

Искомое семейство экстремалей: 

 

2

2

( ) sin cos

1
( ) sin 2sin cos ,

x
y x C x x

z x C x x x x






 


   


 

где 2C  – произвольная постоянная (бесконечное число решений). 

 

Задачи 

Найти экстремали функционалов, зависящих от несколь-

ких функций. 

5.1.    
/4

2 2 2

0

, 2 4V y z z y y z dx



     , 

   (0) 0,  ( / 4) 1,  0 0,  / 4 1y y z z     . 

5.2.  
1 3

2

1

, 2
3

z
V y z xy y dx



 
   

 
 , 

   ( 1) 2,  (1) 0,  1 1,  1 1y y z z       . 
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5.3.    
/2

2 2

0

, 2V y z y z yz dx



    , 

   (0) 0,  ( / 2) 1,  0 0,  / 2 1y y z z     . 

5.4.    
1

2 2

0

, 2V y z y z y dx    , 

   
3

(0) 1,  (1) ,  0 0,  1 1
2

y y z z    . 

5.5.    
1

2

1/2

, 2V y z y xyz dx   , 

 
1 1

6,  (1) 3,  15,  1 1
2 2

y y z z
   

      
   

. 

Ответы: 

5.1. 2 2

( ) sin 2 ,

32
( ) .

8 2

y x x

x
z x x







 

 


 5.2. 
 31

( ) 5 6 ,
6

( ) .

y x x x

z x x


   


 

 

5.3. 
( ) sin ,

( ) sin .

y x x

z x x





 5.4. 

2

( ) 1,
2

( ) .

x
y x

z x x


 


 

 5.5. 

3

3
( ) ,

2
( ) 1.

y x
x

z x
x





  


 

6. Функционалы, содержащие производные высших 

порядков 

6.1. Функционалы c производными высших порядков одной 

функции 

Рассмотрим функционал 

 
1

0

( )[ ( )] , ( ), ( ), ( ),..., ( ) ,

x

n

x

V y x F x y x y x y x y x dx       (6.1) 

где F – функция, дифференцируемая ( 2)n   раза по всем аргу-

ментам,  0 1( ) ,ny x C x x , а граничные условия имеют вид 
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( 1) ( 1)

0 0 0 0 0 0

( 1) ( 1)

1 1 1 1 1 1

( ) ,  ( ) ,  ...,  ( ) ,

( ) ,   ( ) ,  ...,   ( ) .

n n

n n

y x y y x y y x y

y x y y x y y x y

 

 

   

   
  (6.2) 

Экстремалями функционала (6.1) являются интегральные 

кривые уравнения Эйлера (вывод этого уравнения можно по-

смотреть в [1]): 

 ( )

2

2
... ( 1) 0.n

n
n

y y y n y

d d d
F F F F

dx dx dx
         (6.3) 

Это дифференциальное уравнение порядка 2n. Его общее реше-

ние зависит от 2n произвольных постоянных, которые следует 

определять из граничных условий (6.2). 

 

Пример 6.1.  Найти экстремали вариационной задачи 

 
1

2

0

( ) 1 ( )V y x y dx    , 

(0) 0,   (0) 1,   (1) 1,   (1) 1y y y y     . 

Решение. Уравнение Эйлера имеет вид 

 
2

2
2 0

d
y

dx
   или (4) 0y  . 

Его общее решение  

3 2

1 2 3 4y C x C x C x C     . 

Граничные условия дают: 

4

3

1 2 3 4

1 2 3

(0) 0,

(0) 1,

(1) 1,

(1) 3 2 1,

y C

y C

y C C C C

y C C C

 
   


    
     

 

отсюда 1 2 4 30,   1C C C C    . Таким образом, экстремум до-

стигается лишь на прямой y x . 
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Найдем значение функционала на полученном решении. 

Подставим ( ) 0y x   в функционал: 

 
1

1

0

0

( ) 1V y x dx x   . 

Определим, максимален или минимален функционал на 

полученном решении. Возьмем функцию, удовлетворяющую 

граничным условиям: 

4 3 2( ) 2y x x x x x    . 

Подставим в функционал 2( ) 12 12 2y x x x    : 

   

   

1 1
2

2 2

0 0

1

4 3 2 2

0

1
5 4 3 3 2

0

( ) 1 ( ) 1 12 12 2

            5 144 2 48

            5 144 2 48
5 4 3 3 2

24 9
5 8 1.

5 5

V y x y dx x x dx

x x x x x dx

x x x x x
x

            

       
 

    
          

    

    

 


 

Следовательно, на найденном решении ( )y x x  функционал 

минимален. 

Пример 6.2.  Найти экстремали вариационной задачи 

 
1

2 2

0

[ ( )] 360V y x x y y dx  , 

(0) 0y  , (0) 1y  , (1) 0y  , 
5

(1)
2

y  . 

Решение. Уравнение Эйлера имеет вид 

 
2

2

2
360 2 0

d
x y

dx
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или 

(4) 2( ) 180y x x . 

Общее решение этого уравнения: 

6
3 2

1 2 3 4
2

x
y C x C x C x C     . 

Используя граничные условия, получим 
1

3

2
C  , 

2 3C   , 
3 1C  , 

4 0C  . Искомая экстремаль 

6 3
23

3
2 2

x x
y x x    . 

6.2. Функционалы, зависящие от нескольких функций 

и содержащие производные выше 1-го порядка 

Рассмотрим функционал вида 

 
1

0

( ) ( )[ ( ), ( )] ( , , ,..., , , ,..., )

x

n m

x

v y x z x F x y y y z z z dx     (6.4) 

и найдем кривые ( )y x  и ( )z x , на которых он экстремален при 

краевых условиях: 

0 0 1 1 1 1

0 0 1 1 1 1

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

0 0 1 1

( ) ,   ( ) ,  ...,  ( ) ...

( ) ,  ( ) ,  ...,  ( ) ...

...............................................................

( ) ,  ...,  ( )n n m m

y x y y x y z x z

y x y y x y z x z

y x y z x z   

  

       

 

 

Уравнения Эйлера для такой краевой задачи следующие: 

( )

( )

2

2

2

2

... ( 1) 0,

... ( 1) 0.

n

m

n
n

y y y n y

m
m

z z z m z

d d d
F F F F

dx dx dx

d d d
F F F F

dx dx dx
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Задачи 

Найти экстремали функционалов, зависящих от производ-

ных высших порядков. 

6.1.  2 2 2[ ] 2

b

a

V y y y y dx    , 

(0) 0y  ,  (1) 0y  ,  (0) 1y  ,  (1) sh1y   . 

6.2.  2[ ] 240

b

a

V y y y dx  , ( 1) 1y   ,  (0) 0y  , 

( 1) 4.5y    ,  (0) 0y  ,  ( 1) 16y   ,  (0) 0y  . 

6.3.  [ ]

b

a

V y y y dx  ,  0( )y a y ,  1( )y b y , 

0( )y a y  ,  1( )y b y  . 

6.4.  2[ ]

b

a

V y y yy dx   ,  
1( )y a A ,  

1( )y b B , 

2( )y a A  ,  2( )y b B  . 

6.5.  
1

2 2

0

[ ]V y y y dx   ,  (0) 0y  ,  (1) sh1y  , 

(0) 1y  ,  (1) ch1y  . 

6.6.  
1

0

2 2 2[ ] 2 2 sin

x

x

V y y y y y x dx     . 

6.7.  
1

0

2 2 3[ ] 2

x

x

V y y y yx dx   . 

Ответы: 

6.1. (1 )shy x x  . 6.2.  
3

3 6 1
6

x
y x x   . 6.3. Экстремалей нет.  

6.4. Функционал на всех кривых принимает постоянное значе-

ние: под знаком интеграла стоит полный дифференциал. 

6.5. shy x . 6.6.    
2

1 2 3 4cos sin sin
4

x
y C C x x C C x x x     . 



 55 

6.7. 2
1 2 3 4

3 3
cos sin

2 2

x

x xy c e c e e c x c x
 

      
 

 

32
5 6

3 3
             cos sin .

2 2

x

e c x c x x
  

    
 

 

7. Задача с подвижными границами 

До сих пор при исследовании функционала 
1

0

[ ] ( , , )

x

x

V y F x y y dx   

предполагалось, что граничные точки 0 0( , )x y  и 1 1( , )x y  непо-

движны. 

Предположим теперь, что одна или обе граничные точки 

могут перемещаться. Тогда класс допустимых кривых расширя-

ется – кроме кривых сравнения, имеющих общие граничные 

точки с исследуемой кривой, можно уже брать и кривые со 

смещенными граничными точками. 

Понятно, что если на какой-нибудь кривой ( )y y x  до-

стигается экстремум в задаче с подвижными граничными точ-

ками, то экстремум тем более достигается по отношению к бо-

лее узкому классу кривых, имеющих общие граничные точки с 

кривой ( )y y x . Следовательно, должно быть выполнено ос-

новное условие, необходимое для достижения экстремума в за-

даче с неподвижными границами, – функция ( )y x  должна быть 

решением уравнения Эйлера 

0y y

d
F F

dx
  . 

Общее решение этого уравнения содержит две произволь-

ные постоянные, для определения которых необходимо иметь 

два условия. 

Если одна из граничных точек фиксирована, то одно усло-

вие определяется из граничного условия  0 0y x y . 
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Пусть граничная точка  1 1,x y  перемещается по кривой 

 1 1y x . Тогда можно показать, что имеет место соотношение: 

  
1

0y x x
F y F 


        (7.1) 

 (идею получения этой формулы можно найти в [1]). Это усло-

вие совместно с уравнением  1 1y x  позволяет определить 

одну или несколько экстремалей пучка, на которых может до-

стигаться экстремум. 

В частности, если точка  1 1,x y  может перемещаться 

только по горизонтальной прямой 1y y  ( 0)   , то уравнение 

(7.1) имеет вид 

1

0y x x
F y F 


    . 

Если точка  1 1,x y  может перемещаться только по верти-

кальной прямой 
1x x , то будем иметь 

1

0y x x
F 


 . 

Пример 7.1. Исследовать на экстремум функционал 

1 2

0

1 ( )
[ ]

x
y

V y dx
y


  , 

причем (0) 0y  , 1 1 5y x  . 

Решение. Интегральными кривыми уравнения Эйлера являются 

окружности 

 
2 2 2

1 2x C y C   . 

Первое граничное условие дает 1 2C C . Условие (7.1) дает 

1

2

2

1 1
1 ( ) ( ) 0

1 ( )
x x

y
y y

y y y




 
       

  

, 
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2

1
0

1 ( )

y

y y

  



, 

т.е. 
1

y


  

 – линии  y y x  и  1 1y x  взаимно ортого-

нальны. Значит, прямая 
1 1 5y x   должна быть диаметром 

окружности и, следовательно, центр искомой окружности нахо-

дится в точке (0,5) пересечения прямой 
1 1 5y x   с осью абс-

цисс (рис. 7). Итак, экстремум может достигаться лишь на дугах 

окружности  
2 25 25x y   , или (10 )y x x  . 

 

 

Рис. 7. Графики окружности  
2 25 25x y    и прямой 1 1 5y x   

Сформулируем задачу с подвижными границами в более 

общем виде. Рассмотрим функционал 

  
1

0

[ ( )] , ( ), ( )

x

x

V y x F x y x y x dx    (7.2) 

и пусть в плоскости Oxy заданы две кривые 

 ( ), ( ),y x y x     (7.3) 

где 1( ) [ , ]x C a b   и 1( ) [ , ]x C a b  . Функционал [ ]V y  опреде-

лен на гладких кривых ( )y y x , концы которых 0 0( , )A x y  и 
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1 1( , )B x y  лежат на заданных линиях (7.3), так что 
0 0( )y x , 

1 1( )y x . 

Пусть кривая ( )y y x  доставляет экстремум функциона-

лу 
1

0

[ ] ( , , )

x

x

V y F x y y dx   среди всех кривых класса 1[ , ]C a b , со-

единяющих две произвольные точки двух данных кривых 

( )y x  и ( )y x . Тогда кривая y является экстремалью в 

концах 
0 0( , )A x y  и 

1 1( , )B x y , и для кривой ( )y y x  выполняют-

ся условия трансверсальности 

 
0

1

( ) 0,

( ) 0

y x x

y x x

F y F

F y F











     

     

 (7.4) 

Итак, для решения задачи с подвижными границами необ-

ходимо: 

1) написать и решить соответствующее уравнение Эйлера. 

В результате получим семейство экстремалей 

1 2( , , )y f x C C , зависящее от двух параметров 
1C  и 

2C ; 

2) из условий трансверсальности (7.4) и из уравнений  

 
0 1 2 0

1 1 2 1

( , , ) ( ),

( , , ) ( )

f x C C x

f x C C x








  (7.5) 

определить постоянные 1C , 2C  и абсциссы 0x , 1x  точек 

A, B; 

3) вычислить экстремум функционала (7.2). 

 

Пример 7.2. Найти расстояние между параболой 2y x  и 

прямой 5y x  . 

Решение. Задача сводится к нахождению экстремального значе-

ния функционала 

 
1

0

2[ ] 1 ( )

x

x

V y y dx    (7.6) 
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при условии, что левый конец экстремали может перемещаться 

по кривой 2y x , а правый – по прямой 5y x  . Таким обра-

зом, в нашем случае имеем 

2( )x x  , ( ) 5x x   . 

Общее решение уравнения Эйлера будет: 

1 2y C x C  , 

где 
1C  и 

2C  – произвольные постоянные, которые предстоит 

определить. 

Условия (7.4) имеют вид 

 
0

1

2

2

2

2

(2 )
1 ( ) 0,

1 ( )

(1 )
1 ( ) 0,

1 ( )

x x

x x

x y y
y

y

y y
y

y





  
   

  

  
   

  

  (7.7) 

где 1y C  . 

После преобразований получим 

 0 1 11 2 0, 1 0.x C C      (7.8) 

Условия (7.5) пересечения экстремали с кривыми 2y x  и 

5y x   принимают вид 

 2

1 0 2 0 1 1 2 1, 5.C x C x C x C x       (7.9) 

Четыре уравнения (7.8), (7.9) определяют неизвестные па-

раметры 1C , 2C , 0x , 1x : 

1 1C   , 2

3

4
C  , 0

1

2
x  , 1

23

8
x  . 

Значит, экстремалью является прямая 
3

4
y x  , а расстояние 

между данными параболой и прямой равно 
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23

238
2 8

1

1 2

2

19 2
1 ( 1) 2

8
l dx x     . 

Задачи 

7.1. Найти кратчайшее расстояние от точки (1,0)A  до эл-

липса 2 24 9 36x y  . 

7.2. Найти кратчайшее расстояние от точки ( 1,5)A   до 

параболы 2x y . 

7.3. Найти кратчайшее расстояние между окружностью 
2 2 1x y   и прямой 4x y  . 

7.4. Найти кратчайшее расстояние от точки ( 1,3)A   до 

прямой 1 3y x  . 

7.5. Найти функцию, реализующую экстремум функцио-

нала 

 
/4

2 2

0

[ ] ,    (0) 0V y y y dx y



   , 

если другая граничная точка может скользить по прямой 
4

x


 . 

Ответы: 7.1. 
4

5
. 7.2. 2 5 . 7.3. 2 2 1 . 7.4. 

10

10
. 7.5. 0y  . 

8. Вариационные задачи на условный экстремум 

Для исследования на экстремум функции 

 1 2, ,..., nz f x x x  при наличии связей  1 2, ,..., 0i nx x x   

( 1,2,..., )i m , m n , используют метод неопределенных мно-

жителей Лагранжа, в котором составляется вспомогательная 

функция 

*

1

m

i i

i

z f 
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и *z  исследуют на безусловный экстремум, т. е. составляется 

система 

*

0    ( 1,2,..., )
j

z
j n

x


 


, 

дополненная уравнениями связей 0i  , из которой определя-

ются все ( )n m  неизвестных 
1 2, ,..., nx x x  и 

1 2, ,..., m   . 

Аналогично, если в вариационной задаче на условный 

экстремум требуется найти экстремум функционала 

 
 

   

1

0

1 2 1 2 1 2

0 0 1 1

[ , ,... ] , , ,... , , ,... ,

,       ( 1,2,..., ),

x

n n n

x

k k k k

V y y y F x y y y y y y dx

y x y y x y k n

  

  


  (8.1) 

при наличии условий связи на функции 

  1 2, , ,..., 0, 1,2,..., ,i nx y y y i m n      (8.2) 

составляют вспомогательный функционал 

1

0

*

1

x m

i i

ix

V F dx


 
  

 
  

1

0

* *

x

x

V F dx  , 

где *

1

m

i i

i

F F 


  , который уже исследуется на безусловный 

экстремум, т. е. решают систему уравнений Эйлера 

* * 0     ( 1,2,..., )
j jy y

d
F F j n

dx
   , 

дополненную уравнениями связей 

0    ( 1,2,..., )i i m   . 
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Затем, используя граничные условия  0 0j jy x y , 

 1 1j jy x y  (которые не должны противоречить уравнениям 

связи), вообще говоря, можно определить 2n  постоянных в об-

щем решении уравнения Эйлера. 

8.1. Задача о геодезических 

Найти кратчайшее расстояние между двумя точками 

 0 0 0, ,A x y z  и  1 1 1, ,B x y z  на поверхности ( , , ) 0x y z  . 

Решение. Требуется найти минимум функционала  

1

0

2 21 ( ) ( )

x

x

l y z dx     

при условии ( , , ) 0x y z  . 

Введем функционал 

1

0

* 2 21 ( ) ( ) ( , , )

x

x

l y z x y z dx       
   

и для него напишем уравнения Эйлера: 

2 2

2 2

0,
1 ( ) ( )

0,
1 ( ) ( )

( , , ) 0.

y

z

d y

dx y z

d z

dx y z

x y z








 

  


  
   



 

Из этих трех уравнений определяются искомые функции 

( )y y x  и ( )z z x , на которых может достигаться условный 

минимум l, и множитель  . 

Пример 8.1. Найти кратчайшее расстояние между точка-

ми (1, 1,0)A   и (2,1, 1)B  , лежащими на поверхности 

15 7 22 0x y z    . 
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Решение. Это вариационная задача на условный экстремум с 

уравнением связи  , , 0x y z  , в которой нужно определить 

геодезическую линию на поверхности.  

Расстояние между двумя точками  0 0 0, ,A x y z  и 

 1 1 1, ,B x y z  на поверхности  , , 0x y z   определяется по фор-

муле 

1

0

2 2[ , ] 1 ( ) ( )

x

x

l y z y z dx    , 

где ( )y y x , ( )z z x . 

Нужно найти минимум l при условии  , , 0x y z  . В 

нашем случае: 

0 1x  , 1 2x  ,  , , 15 7 22x y z x y z     . 

Составим вспомогательный функционал 

2

* 2 2

1

1 ( ) ( ) (15 7 22)V y z x y z dx        
   

и запишем уравнения Эйлера 

 
2 2

( 7) 0,
1 ( ) ( )

d y

dx y z


 
    
    

  (8.3) 

 
2 2

1 0.
1 ( ) ( )

d z

dx y z


 
   
    

  (8.4) 

Решим систему уравнений (8.3), (8.4), используя условие 

связи 

 15 7 22 0.x y z      (8.5) 

Искомые функции ( )y y x  и ( )z z x  удовлетворяют 

следующим граничным условиям: 
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 1 1,    (1) 0,

(2) 1,    (2) 1.

y z

y z

  

  
  (8.6) 

Умножая уравнение (8.4) на 7 и складывая с (8.3), получим 

2 2

7
0

1 ( ) ( )

d y z

dx y z

  
  
    

, 

откуда 

 
2 2

7
.

1 ( ) ( )

y z
C

y z

 


  
 (8.7) 

Из (8.5) имеем 

 7 15.z y    (8.8) 

Подставляя это значение z  в (8.7) и решая полученное 

дифференциальное уравнение, найдем 1 2y C x C  . Граничные 

условия (8.6) дают 1 2C  , 2 3C   , так что 

 ( ) 2 3.y x x   (8.9) 

Из (8.8) с учетом (8.9) находим 

 ( ) 1z x x    (8.10) 

(граничные условия для функции (8.10), очевидно, выполняют-

ся). Из (8.9) или (8.4) получаем 0  . Искомое расстояние 

2

2 2

1

1 (2) ( 1) 6l dx     . 

Этот же результат сразу получается из очевидных геометриче-

ских соображений. 

8.2. Задача Дидоны (пример изопериметрической задачи) 

Среди замкнутых кривых длины 2l найти ту, которая 

ограничивает наибольшую площадь. 
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Решение. Заметим, что рассматриваемая кривая должна быть 

выпуклой. В самом деле, в противном случае существовала бы 

прямая L (рис. 8) такая, что если зеркально отразить в ней кусок 

границы BCD, то получим область большей площади, чем пер-

воначальная, при той же длине границы. 

 

 
Рис. 8. Иллюстрация к задаче Дидоны 

 

Далее установим, что всякая прямая, которая делит попо-

лам замкнутую кривую, ограничивающую наибольшую пло-

щадь, будет делить пополам и саму эту площадь. Пусть прямая 

1L  не обладает этим свойством. Отразив тогда зеркально около 

1L  ту часть фигуры, которая имеет большую площадь, мы полу-

чили бы кривую той же длины, но ограничивающую большую 

площадь. 

Выбирая за ось Ox любую из прямых, делящих кривую 

пополам, приходим к следующей постановке задачи. 

Найти линию ( )y y x , ( ) ( ) 0y a y a   , которая при за-

данной длине 2l a  ограничивает вместе с отрезком a x a    

оси Ox наибольшую площадь. Следовательно, задача сводится к 

поиску экстремума функционала 

 [ ] ,     ( ) ( ) 0

a

a

A y ydx y a y a


      (8.11) 

при условии, что 

 21 ( ) ,     ( 2 ).

a

a

y dx l l a


     (8.12) 
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Рассмотрим вспомогательный функционал 

 * 21 ( ) .

a

a

A y y dx


   
    (8.13) 

Подынтегральная функция в функционале (8.13) не зависит явно 

от x, поэтому уравнение Эйлера для него имеет вид 

1yF y F C
    или 

2
2

1
2

( )
1 ( )

1 ( )

y
y y C

y





   


, 

откуда 

1
21 ( )

y C
y


  


. 

Полагая tgy t  , получаем 

 1 cos ,y C t     (8.14) 

Из  tg
dy

t
dx

   следует 
sin

cos
tg tg

dy tdt
dx tdt

t t


   , т.е. 

 2 sin .x C t     (8.15) 

Исключая t из параметрических уравнений экстремалей (8.14) и 

(8.15), находим 

   
2 2 2

1 2y C x C     . 

Это семейство окружностей. Постоянные 1C , 2C ,   определя-

ются их условий 

( ) ( ) 0y a y a   , 

21 ( )

a

a

y dx l


  . 

Пример 8.2. Найти минимум интеграла  
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2

0

[ ]V y y dx



   

при условии 

2

0

1y dx



 , (0) ( ) 0y y   . 

Решение. Составим вспомогательный функционал 

 * 2 2

0

V y y dx



   

и запишем для него уравнение Эйлера 

 2 2 0
d

y y
dx

   , 

0y y   . 

Характеристическое уравнение 2 0r    или 1,2r   . Ясно, 

что   должно быть меньше нуля, так как если допустить, что 

0  , то общее решение уравнения Эйлера будет иметь вид 

1 2

x xy C e C e    и граничные условия (0) 0y  , ( ) 0y    бу-

дут удовлетворяться только при 1 0C  , 2 0C  , т.е. при 

( ) 0y x  . Но в таком случае не будет выполняться усло-

вие 2

0

1y dx



 . 

Аналогично в случае 0   решением уравнения Эйлера, 

удовлетворяющим заданным граничным условиям, будет функ-

ция ( ) 0y x  . Поэтому считаем 0  , так что 1,2r i    , и 

общим решением уравнения Эйлера будет 

1 2sin cosy C x C x     . 
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Условие (0) 0y   дает 
2 0C  , а условие ( ) 0y    дает 

2k   ( 1,2,...)k  . Итак, 
1 siny C kx , где 

1C  пока не опреде-

лено. Воспользовавшись условием связи 2

0

1y dx



 , получим 

2 2

1

0

sin 1C kxdx



 , 

откуда  

1

2
C


  . 

Значит,  

2
( ) siny x kx


  . 

Но среди этих экстремалей, проходящих через точки (0,0)  и 

( ,0) , условию Якоби (подробности, связанные с этим услови-

ем, можно найти в [1]) удовлетворяют только две: 

2
( ) siny x x


  . 

На этих экстремалях 

2 2

0 0

2
[ ] cos 1V y y dx xdx

 


    . 

Пример 8.3. Найдите форму однородного гибкого кабеля 

длины 2l и линейной плотности  , подвешенного за два конца 

на равной высоте. 

Решение. Потенциальная энергия элемента dl подвешенного ка-

беля (при ( ) ( ) 0y a y a   ) есть g ydl , а всего кабеля 

 21 .

a

a

U gydsl g y y dx 


      (8.16) 
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Длина кабеля 

 21 2 .

a

a

L y dx l


     (8.17) 

Очевидно, что 2 2l a . 

Это задача на условный экстремум функционала 

 ( ) ( , )

a

a

U y x F y y dx


   

при условии 

 ( ) ( ) 2

a

a

L y x y dx l


   . 

Поскольку ( , )F y y  и ( )y  не зависят явно от x, то вме-

сто уравнения Эйлера  

( ) ( ) 0
d

F F
y dx y

 
 

     
 

 

можно использовать его первый интеграл 

1( ) ( )F y F C
y

 


     


, 

т.е. 

2

1 1gy C y     . 

Отсюда 

2

2

1

1
gy

y
C

  
   

 
, 

2 2

1

1

1
( )

dy
gy C

dx C
    . 

Решаем это уравнение относительно x: 
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1
2 2

1( )

dy
x C

gy C 


 
 . 

Сделав замену 
1chgy C z   , получим 

 1 1
2

2

sh

ch 1

C zdz C
x z C

gg z 
  


   (8.18) 

и, следовательно, 

 1 2

1

( )
ch .

C g x C
y

g g C



 


    (8.19) 

Значения трех констант 
1C , 

2C  и  , входящих в выражение 

(8.19), находим из трех условий: ( ) ( ) 0y a y a    и условия 

(8.17). Получим 

 ( ) ch ch ,
gx ga

y x
g

  

  

 
  

 
  (8.20) 

где   определяется из уравнения sh( / )ga gl    . 

Таким образом, форма подвешенного кабеля описывается 

уравнением цепной линии. 

 

Пример 8.4. Среди кривых длины l, проходящих через 

точки (0,0) и (1,0), найдите ту, которая ограничивает наиболь-

шую площадь между этой кривой и осью Ox. 

Решение. Искомая площадь определяется выражением 

1

0

A ydx  , 

а длина кривой – формулой 

1

2

0

1 y dx l  , 

где 1l  . Как и в примере 8.3, функционал 
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21F G y y       

не зависит явно от x, поэтому вместо уравнения Эйлера можно 

использовать его первый интеграл  

2
2

1
2

1
1

y
y y C

y





    


 

или 

2

1( ) 1C y y    . 

Разрешив это уравнение относительно /dy dx  и проинтегриро-

вав, получим 

1

2 2

1

( )

( )

C y dy
x

C y


 

 
 . 

Сделав замену 1z C y  , находим 

   
2 2 2

2 1x C y C     . 

Таким образом, искомая кривая – это окружность радиуса 

  с центром в точке  1 2,C C . Значения констант 
1C , 

2C  и   

можно найти исходя из того, что окружность проходит через 

точки (0,0) и (1,0) и имеет длину l. В результате получим 1 0C  , 

2 1/ 2C   и 1/ 2  . 

 

Задачи 

8.1. Найти кратчайшее расстояние между точками 

(1,0, 1)A   и (0, 1,1)B  , лежащими на поверхности 0x y z   . 

 

Найти экстремали в изопериметрических задачах: 
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8.2. 
1

2

0

[ ]V y y dx  , (0) 1y  , (1) 6y  , при условии 

1

0

3ydx  . 

8.3.  
1

2 2

0

[ ]V y x y dx  ,  (0) 0y  , (1) 0y  , при условии 

1

2

0

2y dx  . 

8.4. 
1

2

0

[ ]V y y dx  , (0) 0y  , 
1

(1)
4

y  , при условии 

 
1

2

0

1

12
y y dx  . 

8.5.  
1

2 2

0

[ , ] 4 4V y z y z xz z dx      , (0) 0y  , (0) 0z  , 

(1) 1y  , (1) 1z   при условии  
1

2 2

0

2y xy z dx     . 

 

Ответы: 

8.1. 6 . 8.2. 
23 2 1y x x   . 

8.3. 2siny nx , n - целое. 

8.4.  21
2

4
y x x  .  

8.5. 

2

1

1

5 7

2 2
y x x

z x


  


 

, 

2

2

2

3 2

.

y x x

z x

  



 

9. Понятие о прямых методах вариационного 

исчисления 

Основным методом, доказательства существования и 

нахождения решения вариационных задач, которым мы пользо-
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вались в предыдущих разделах, было решение краевой задачи, 

базирующейся на уравнениях Эйлера и его модификациях. Су-

ществует другой подход, основанный на так называемых пря-

мых методах. Его основная идея заключается в том, что вариа-

ционная задача рассматривается как предельная для некоторой 

задачи на экстремум функции конечного числа переменных. Эта 

задача решается обычными методами, а затем предельным пере-

ходом, при котором строится последовательность функций, схо-

дящейся к искомой функции, получается решение соответству-

ющей вариационной задачи. 

Прямые методы вариационного исчисления оказались по-

лезными и для решения дифференциальных уравнений. Дей-

ствительно, если дифференциальное уравнение можно рассмат-

ривать как уравнение Эйлера для некоторого функционала и 

если установлено, что этот функционал имеет экстремум, то тем 

самым доказано, что исходное дифференциальное уравнение 

имеет решение при рассматриваемых краевых условиях. Так как 

прямой метод состоит в построении последовательности функ-

ций, сходящейся к искомой функции, то с его помощью не толь-

ко устанавливается существование решения, но и дается способ 

приближенного построения этого решения.  

Большинство прямых методов основано на следующей 

идее. Рассмотрим, для определенности, задачу о нахождении 

минимума некоторого функционала [ ]V y , определенного на ка-

ком-то классе M допустимых кривых. Для того чтобы задача 

имела смысл, следует предположить, что в классе M существу-

ют кривые, для которых функционал [ ]V y  конечен, а также ко-

нечна точная нижняя грань inf [ ]
y M

V y 


   . 

В этом случае, по определению точной нижней грани, су-

ществует такая последовательность кривых 1 2,  ,  ...,  ny y y  из M 

(минимизирующая последовательность), что 

 lim n
n

V y 


 . 

Если для последовательности  ny  существует предельная кри-

вая (0)y  и если окажется законным предельный переход 
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 (0) lim n
n

V y V y


    , 

то тогда 

(0)V y      

т.е. предельная кривая (0)y  и будет решением рассматриваемой 

задачи. 

Таким образом, решение вариационной задачи прямым 

методом слагается из 

1) построения минимизирующей последовательности  ny , 

2) доказательства существования у этой последовательно-

сти предельной кривой (0)y , 

3) доказательства законности предельного перехода (1). 

Сами члены минимизирующей последовательности мож-

но рассматривать как приближенные решения соответствующей 

вариационной задачи. 

Главная трудность при строгом обосновании прямых ме-

тодов вариационного исчисления заключается в том, что мини-

мизирующие последовательности могут не сходиться к какой-то 

предельной функции даже в тех случаях, когда существование 

решения является несомненным. Обсуждая ниже метод Ритца и 

метод ломаных, мы даем способы фактического построения 

приближенных решений, оставив в стороне вопросы сходимости 

и существования точного решения. 

9.1. Конечно-разностный метод Эйлера 

Каждую задачу о нахождении экстремума функционала 

( , , )

b

a

F x y y dx  можно (приближенно) заменить задачей о нахож-

дении экстремума для функции конечного числа переменных, 

если искомую функцию заменить ломаной, вершины которой 

имеют фиксированные абсциссы 1 2,  ,  ...,  ,nx x x  а е` производную 

( )y x  – разностным отношением 1( ) ( )i i

i

y x y x

x

 


. 
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Рассмотрим простейшую вариационную задачу: найти 

экстремум функционала 

 
[ ] ( , , ) ,

( ) ,    ( ) .

b

a

a b

V y F x y y dx

y a y y b y



 

  (9.1) 

Идея конечно-разностного метода заключается в том, что 

значения функционала [ ]V y  рассматриваются не на произволь-

ных, допустимых в данной вариационной задаче кривых, а лишь 

на ломаных, составленных из заданного числа n прямолинейных 

звеньев, с заданными абсциссами вершин: 

ix a i x   ,  

где 
b a

x
n


  . На таких ломаных функционал [ ]V y  превраща-

ется в функцию 1 2 1( , ,..., )ny y y   ординат 1 2 1, ,..., ny y y   вершин 

ломаной. 

Ординаты 1 2 1, ,..., ny y y   выбираются так, чтобы функция 

1 2 1( , ,..., )ny y y   достигала экстремума, т. е. 1 2 1, ,..., ny y y   опре-

деляются  из системы уравнений 

1 2 1

0,   0,  ...,   0
ny y y 

  
  

  
. 

Полученная ломаная является приближенным решением 

вариационной задачи (9.1). 

 

Пример 9.1. Найти приближенное решение задачи о ми-

нимуме функционала [2] 

 
1

2

0

[ ] 2V y y y dx  , 

(0) (1) 0y y  . 
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Решение. Возьмем 
1 0

0.2
5

x


    и положим 

0 1 2

3 4 5

(0) 0,    (0.2),    (0.4),

(0.6),     (0.8),    (1) 0.

y y y y y y

y y y y y y

   

   
 

Значения производных приближенно заменим по формуле 

1( ) i i
i i

y y
y y x

x

 
  


. 

Тогда 

3 21 2 1

4 3 4

0
(0) ,    (0.2) ,    (0.4) ,

0.2 0.2 0.2

0
(0.6) ,     (0.8) .

0.2 0.2

y yy y y
y y y

y y y
y y

 
    

 
  

 

Данный интеграл заменяем суммой по формуле прямоугольни-

ков 

 1 1( ) ( ) ( ) ... ( )

b

n

a

f x dx f a f x f x x     . 

Получим 

22 2

3 21 2 1
1 2 3 4 1

2 2

4 3 4
2 3 4

( , , , ) 2
0.2 0.2 0.2

                         2 2 2 0.2.
0.2 0.2

y yy y y
y y y y y

y y y
y y y

      
          

     

   
        

   

 

Составляем систему уравнений для определения ординат 

1 2 3 4, , ,y y y y  искомой ломаной: 
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1 2 1

1

3 22 1

2

3 2 4 3

3

4 3 4

4

1
2 0,

0.2 0.02 0.02

1
2 0,

0.2 0.02 0.02

1
2 0,

0.2 0.02 0.02

1
2 0

0.2 0.02 0.02

y y y

y

y yy y

y

y y y y

y

y y y

y


     


 

    



      

 


     
 

 

или 

1 2

1 2 3

2 3 4

3 4

2 0.04,

2 0.04,

2 0.04,

2 0.04,

y y

y y y

y y y

y y

  

    

    
   

 

Решение этой системы: 1 0.08y   , 2 0.12y   , 3 0.12y   , 

4 0.08y   . 

 

 
Рис. 9. Сплошная линия – приближенное решение; точечная 

линия – точное решение ( ) 0.5 (1 )y x x x  . 

 

Значения точного решения 0.5 ( 1)y x x   в точках 

1 2 3 4, , ,y y y y  совпадают со значениями приближенного решения 

(рис. 9). 
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9.2. Метод Ритца 

Одним из важнейших практических методов для построе-

ния минимизирующих последовательностей является метод 

Ритца. Пусть надо найти минимум функционала 

 
   ( ) , , ,

( ) ,    ( ) .

b

a

a b

V y x F x y y dx

y a y y b y



 

   (9.2) 

Предполагается, что (1)( )y x C  и функция F непрерывна по 

всем аргументам. 

Основная идея метода Ритца заключается в том, что при 

разыскании экстремума функционала [ ]V y  рассматривается не 

все пространство допустимых функций, а лишь всевозможные 

линейные комбинации допустимых функций: 

 
1

( ) ( ),
n

n k k

k

y x x 


   (9.3) 

где 
k  – постоянные, а  ( )k x  – полная система линейно неза-

висимых базисных функций. На базисные функции накладыва-

ются дополнительные условия типа гладкости или удовлетворе-

ния граничным условиям. 

На линейных комбинациях (9.3) функционал [ ]V y  обра-

щается в функцию аргументов 1 2, ,... n   : 

  
1 1

( ) , ( ), ( ) .

b n n

n k k k k

k ka

V y x F x x x dx   
 

 
  

 
    (9.4) 

В интеграле все функции заданы и выполнив интегрирование 

получают определенную функцию  1 2, ,..., n   . Коэффици-

енты k  надо выбрать так, чтобы функция   принимала мини-

мальное значение. Необходимым условием экстремума функции 

  будет 



 79 

 0,     1,2,..., .
k

k n



 


  (9.5) 

Система уравнений (9.5) – это система нелинейных уравнений 

относительно неизвестных 
1 2, ,... n   . Найденные из этой си-

стемы коэффициенты 
k  определяют приближенное решение 

( )ny x  экстремальной задачи. Беря разные n, строят минимизи-

рующую последовательность 
1( )y x , 

2 ( )y x , …, ( )ny x . Если эта 

последовательность сходится к некоторой предельной функции, 

то она является решением исходной задачи: 

( ) lim ( )n
n

y x y x


 . 

Для оценки точности результатов на практике, вычислив 
ny  и 

1ny  , сравнивают их между собой в нескольких точках отрезка 

 ,a b . Если в пределах требуемой точности их значения совпа-

дают, то считают, что с требуемой точностью решение рассмат-

риваемой вариационной задачи равно 
ny . Если же значения 

ny  

и 1ny   хотя бы в некоторых из выбранных точек в пределах за-

данной точности не совпадают, то вычисляют 
2ny 

 и сравнива-

ют это значение с 1ny  . Этот процесс продолжается до тех пор, 

пока значения n ky   и 1n ky    не совпадут в пределах заданной 

точности. 

 

Замечание 1. Решение системы уравнений (9.5), вообще 

говоря, является весьма сложной задачей. Эта задача значитель-

но упрощается, если подынтегральное выражение ( , , )F x y y  

квадратично относительно у и y . В этом случае уравнения, ко-

торые получаются для определения коэффициентов k  будут 

линейными, и следовательно, нахождение этих коэффициентов 

не представляет существенных трудностей. 
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Замечание 2. Быстрота сходимости метода Ритца для 

данной вариационной задачи зависит как от самой рассматрива-

емой задачи, так и от выбора функций 

1 2( ),  ( ),  ...,  ( ),  ...nx x x    

Следует подчеркнуть, что во многих случаях достаточно взять 

линейную комбинацию совсем небольшого числа функций 
n  

(3–4, иногда даже меньше) для того, чтобы получить вполне 

удовлетворительное приближение к точному решению. 

На практике последовательность  n  обычно строят с 

помощью системы многочленов 1,  ,  ...,  nx x  или системы триго-

нометрических функций  sin ,  sin2 ,  ...,  sinx x nx . Обе системы 

являются полными в пространстве непрерывных функций. 

При нулевых граничных условиях в качестве координатных 

функций можно выбрать 

1( ) ( ) ( ) ( )     ( 1,2,...)k

k kx x a x b x k     , 

где ( )k x  – какие-нибудь непрерывные функции, или 

( ) sin      ( 1,2,...)
2

k

k x a
x k

b a




 
   

 
, 

или какие-нибудь другие функции, удовлетворяющие условиям 

( ) ( ) 0k ka b   . 

Если краевые условия неоднородны, например ( ) ay a y , 

( ) by b y , то проще всего искать решение вариационной задачи 

в виде 

0

1

( ) ( ) ( )
n

n k k

k

y x x x  


  , 

где 0 ( )x  удовлетворяет заданным граничным условиям 

0 ( ) aa y  , 0 ( ) bb y  , а все остальные ( )k x  удовлетворяют 
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соответствующим однородным граничным условиям. В качестве 

функции 
0 ( )x  можно выбрать, например, линейную функцию  

0 ( ) ( )b a
a

y y
x y x a

b a



  


 

или функцию  

 0 ( ) sin
2

a b a

x a
x y y y

b a




 
    

 
. 

Все сказанное выше относится к функционалам 

 1 2( , ,..., )nV z x x x , причем в этом случае функции 
k  должны 

быть уже функциями переменных 1 2, ,..., nx x x , а также к функци-

оналам, зависящим от нескольких функций. 

 

Пример 9.2. Найти приближенное решение задачи о ми-

нимуме функционала 

   2 2

0

1
2 sin ,

2
V y y y y x dx



    (0) ( ) 0y y    

и сравнить с точным решением. 

Решение. В качестве базисных функций ( )k x  можно взять 

( ) (1 )         ( 1,2,...).k

k x x x k     

Функции ( )k x , очевидно, удовлетворяют краевым условиям 

(0) (1) 0k k   , 

являются линейно независимыми и представляют в простран-

стве 1[0,1]C  полную систему. 

Решение задачи минимизации будем искать в виде 

     2

1 2( ) ... n

n ny x x x x x x x            . 
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Заметим, что при всех значениях n и любых 
k  функция ( )ny x  

удовлетворяет граничным условиям. Ограничиваясь первым 

слагаемым, получаем 

 1 1( )y x x x    

и 

  2 2 2 2 2

1 1 1 1

0

1
( 2 ) ( ) 2 ( )sin .

2
y x x x x x x dx



               

Коэффициент 
1  найдем из условия 

1

0






, 

которое приводит к уравнению 

2 2 2

1

0 0

( 2 ) ( ) ( )sin .x x x dx x x xdx

 

            

Из него получаем 

3 2

1

( 10)
4

30

 



  , 

что дает значение 1 0.1948    и выражение для искомого при-

ближения 1( )y x  

1( ) 0.1948 ( )y x x x   . 

Сравним с точным решением. Уравнение Эйлера для данного 

функционала: 

sin .y y x    

Решая это неоднородное линейное уравнение и используя гра-

ничные условия (0) ( ) 0y y   , находим  

1
( ) sin .

2
y x x   
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На рис. 10 приведены графики приближенного и точного 

решений. Максимальная разница между найденным прибли-

женным и точным решениями равна 0.02 , что составляет око-

ло 4%. Таким образом, вполне допустимая для большинства 

практических целей точность достигнута уже при 1n  . 

 

 
Рис. 10. Сплошная линия – приближенное решение 

1( )y x ; точечная 

линия – точное решение ( ) 0.5siny x x   

 

Пример 9.3. Методом Ритца найти приближенное реше-

ние задачи о минимуме функционала 

   
1

2 2

0

2 ,V y y y xy dx    (0) (1) 0y y   

и сравнить с точным решением. 

Решение. В качестве базисных функций ( )k x  выберем 

( ) (1 )         ( 1,2,...).k

k x x x k     

Функции ( )k x , очевидно, удовлетворяют нулевым краевым 

условиям, являются линейно независимыми и представляют в 

пространстве 1[0,1]C  полную систему. 

При 1n   получаем  

 2

1 1( )y x x x  . 

Подставляя это выражение для 1( )y x  в функционал (1), получим 
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1

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1

0

2

1 1 1

( ) (1 2 ) ( ) 2 ( )

3 1
.

10 6

V y x x x x x x x dx  

  

        

   


 

Коэффициент 
1  находим из уравнения 

1

1

3 1
0,

5 6





  


 

откуда получаем 1

5

18
   . Следовательно, 1

5
( ) (1 ).

18
y x x x    

Сравним с точным решением. Уравнение Эйлера для дан-

ного функционала: .y y x    Решая это неоднородное линей-

ное уравнение и используя граничные условия (0) (1) 0y y  , 

находим 

sin
( ) .

sin1

x
y x x   

 
Рис. 11. Сплошная линия – приближенное решение 

1( )y x ; пунк-

тирная линия – приближенное решение 
2 ( )y x ; точечная линия – 

точное решение ( ) sin / sin1y x x x   

 

Графики точного решения и приближенного решения 

1( )y x , полученного по методу Ритца с 1n  , приведены на рис. 

11. Из графика видно, что точное решение плохо аппроксимиру-
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ется многочленом второй степени – для достижения приемле-

мой точности требуется многочлен, степень которого не ниже 

третьей. Чтобы добиться более высокой степени точности возь-

мем еще одну базисную функцию. 

При 2n   получаем 2

2 1 2( ) (1 ) (1 )y x x x x x     . Под-

ставляя это выражение для 
2 ( )y x  в функционал  V y , получим 

     
   

      

1
2

2

1 1 2

0

2
2 2 3

1 2

2 2 3

1 2 1 2

( ) 1 2 2 3

2 , .

V y x x x x

x x x x

x x x x x dx

 

 

   

     
 

     
 

      
 



 

Коэффициенты 
1  и 

2  находим из системы 

1 2

1

1 2

2

3 3 1
0,

5 10 6

3 26 1
0.

10 105 10

 


 



   


    



 

Решение этой системы: 

1

71

369
   , 2

7

41
   . 

Следовательно, 

2

71 7
( ) (1 )

369 41
y x x x x

 
    

 
. 

График приближенного решения 2 ( )y x , полученного по 

методу Ритца с 2n  , также приведен на рис. 11 (пунктирная 

линия). Из графика видно, что две базисные функции дают уже 

вполне приемлемую точность аппроксимации. 

 

Пример 9.4. Методом Ритца найти приближенное реше-

ние задачи об экстремуме функционала 
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1

2 2 2

1

4 2V y y y xy x dx


    , ( 1) 2y   , (1) 4y  . 

Решение. В данной задаче краевые условия неоднородны, по-

этому решение вариационной задачи будем искать в виде 

0

1

( ) ( ) ( )
n

n k k

k

y x x x  


  , 

где 
0 ( )x  удовлетворяет заданным граничным условиям 

( 1) 2y   , (1) 4y  , а все остальные ( )k x  удовлетворяют одно-

родным граничным условиям. 

Положим 1n   и будем искать приближенное решение в 

виде 

1 0 1( ) ( ) ( )y x x x   , 

где  

0

4 2
( ) 2 ( 1) 3

1 1
x x x


    


, 

 2

1 1 1( ) ( 1)( 1) 1x x x x       . 

Очевидно, что при любом значении 1  функция 

 2

1 1( ) 3 1y x x x     удовлетворяет заданным краевым усло-

виям. 

Имеем 

     
  

1
22 2

1 1 1

1

2 2

1 1

( ) 1 2 4 3 1

2 3 1 ( ),

V y x x x x

x x x x dx

 

 



       
 

      
 


 

откуда 
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1

2 2

1 1

1 1

2

4 1 2 8 1 3 1

                                                                2 1 .

x x x x x

x x dx

 





        
 

 


 

Условие 
1

0






 принимает вид 

     
1 1

2
2 2 2

1

1 1

8 8 1 2 1 2 6(4 ) 0x x dx x x x x dx
 

          
      

или 

1

16
32 0

5
   . 

Отсюда получаем 1 10  . Приближенное решение задачи: 

2

1( ) 10 7y x x x   . 

 

 
Рис. 12. Сплошная линия – приближенное решение 

1( )y x ; точечная 

линия – точное решение ( )y x  

 

Сравним с точным решением. Уравнение Эйлера для дан-

ного функционала: 

4 .y y x    
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Решая это неоднородное линейное уравнение и используя гра-

ничные условия ( 1) 2y   , (1) 4y  , находим 

3 3
( ) cos2 sin 2 .

cos2 4sin 2 4

x
y x x x    

Графики точного решения и приближенного решения, по-

лученного по методу Ритца, приведены на рис. 12. 

 

Пример 9.5. Найти приближенное решение задачи об экс-

тремуме функционала [2] 

 
22

( , ) 2
D

z z
V z x y z dxdy

x y

    
     

     
 , 

где D – квадрат a x a   , a y a    и на границе квадрата 

0z  . 

Решение. Приближенное решение будем искать в виде 

  2 2 2 2

0 0( , )z x y x a y a   . 

Очевидно, так построенная функция 0 ( , )z x y  удовлетворяет по-

ставленным граничным условиям. Подставляя 0 ( , )z x y , 

0 ( , ) /z x y x  , 0 ( , ) /z x y y   в функционал, получим после инте-

грирования 

   2 8 6

0 0 0 0

256 32

45 9
V z a a     . 

Далее, 

8 6

0

0

512 32
0

45 9
a a




  


, 

откуда 0 2

5

16a
  , 

так что  
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  2 2 2 2

0 2

5
( , )

16
z x y x a y a

a
   . 

Задачи: 

Для следующих функционалов найти экстремали методом 

Ритца. Полученные приближенные решения сравнить с точными 

решениями. 

9.1.  
1

2 2 2

1

[ ] 4 8 2 ;    ( 1) 3;  (1) 1;V y y y xy x dx y y


       . 

9.2.  
1

2 2 2

1

[ ] 4 4 cos ;    ( 1) 2;  (1) 0.5;V y y y x y x x dx y y


        

9.3.  
2

2 2

0

[ ] 4 sin 2 ;    (0) 1;  (2) 1;V y y y x x dx y y        

9.4.  
1.5

2

0.5

[ ] sin 2 cos2 ;    (0.5) 1;  (1.5) 2;V y y y x x dx y y       

9.5.  
2

2 2

1

[ ] ;    (1) 2;  (2) 1;V y y xy x y dx y y         

9.6.  
2

2 2 2

0

[ ] ;    (0) 2;  (2) 2;V y y y x y dx y y         

9.7.  
1

2

1

[ ] 2 sin cos ;    ( 1) 2;  (1) 3;x xV y y y e x e x dx y y


        

9.8.  
2

2 2

0

[ ] 2 16 ;    (0) 0;  (2) 0;V y y yy y dx y y       

9.9.  
2

2

0

[ ] ;    (0) 1;  (2) 0;V y xy y dx y y      

9.10.  
1

2 2

1

[ ] 2 sin ;    ( 1) 2;  (1) 3;V y y y y x dx y y
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